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RESUMO

O presente trabalho apresenta um estudo introdutério sobre Superficies Regulares em
R3. De forma simples, pode-se dizer que uma Superficie Regular S C R? é constituida
tomando pedacos do plano, os quais sao deformados e colados suavemente entre si, de
forma que S nao contenha pontas, arestas ou auto-intersecoes. Definindo S dessa forma,
é possivel estender as nogoes usuais do Calculo as Superficies Regulares. O método uti-
lizado na realizacao deste trabalho foi de pesquisa bibliogréafica, que viabilizou o estudo
dos contetdos aqui abordados. Desta forma, foram necessarios apresentar alguns topicos
de andlise no R", a fim de embasar o estudo de Superficies Regulares e, assim, chegar
na primeira forma fundamental, objetivo principal do estudo. A primeira forma funda-
mental possibilita tratar questoes métricas sobre a superficie, tais como: comprimento de
curvas, angulo entre vetores tangentes e area de regides. Assim, o trabalho explora tais

propriedades métricas das Superficies Regulares, bem como alguns exemplos.

Palavras-chave: Geometria Diferencial. Superficies Regulares. Primeira Forma Funda-

mental.



ABSTRACT

The present work relates an introductory study about Regular Surfaces in R®. Simply,
it can be said that a S Regular Surface in R? is constituted taking pieces of the plan,
which are deformed and glued together smoothly so that S doesn’t contain edges, arris
or self-intersections. Setting S this mode makes it possible to extend the usual notions
of Regular Surfaces Calculus. The method used during this work was bibliographical
research, which enables us to study the contents addressed here. Thus, it was necessary
to present some topics of analysis in R" to support the investigation of Regular Surfaces,
achieving this way the first fundamental form, the main objective of the study. The first
fundamental form allows the discussion of metric questions about the surface, such as
length of curves, the angle between tangent vectors, and the area of regions. Therefore,
the investigation of this work explores such metric properties of Regular Surfaces as well

as some examples.

Keywords: Differential Geometry. Regular Surfaces. First Fundamental Form.
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1 INTRODUCAO

Este trabalho apresenta um estudo inicial sobre Superficies Regulares em R3. Em
sua esséncia, a Geometria Diferencial de Superficies foi introduzida por Carl Friedrich
Gauss em sua obra “Disquisitiones Generales circa Superficies Curvas’, publicada em
1828. Neste artigo, Gauss apresenta o conceito de curvatura gaussiana e estabelece dois
resultados importantes da Geometria Diferencial, conhecidos como Teorema FEgregium e

Teorema FElegantissimum (LIMA, 2016).

A Geometria Diferencial estuda as propriedades e generalizagoes de curvas e su-
perficies por meio do Célculo. De acordo com Carmo (2010), pode-se dizer que a parte
mais interessante e representativa dessa area é o estudo das Superficies Regulares. Quando
pensa-se em uma Superficie algumas questoes naturais podem ser levantadas, uma delas

¢ como fazer medidas sobre a superficie.

Aqui, serao abordados conceitos que precedem esses importantes teoremas citados
anteriormente. Busca-se responder a questao norteadora do trabalho: como utilizar con-
ceitos relacionados a uma Superficie Regular S C R?, em um ponto p € S, para calcular
comprimento de curvas, angulo entre vetores e dreas entre regioes? Nesse sentido, o prin-
cipal objetivo ¢é estudar a primeira forma fundamental, que possibilita justamente tratar

sobre essas questoes métricas sobre a superficie.

Alguns pré-requisitos sao necessarios para o estudo de Superficies Regulares. Es-
pecificamente, é preciso conhecer alguns fatos sobre continuidade e diferenciabilidade de
funcoes e aplicacoes em R? e R?. Assim, inicialmente, foram estudados tépicos de andlise
no R™, que sao essenciais para a compreensao do trabalho. Na sequéncia, partiu-se para

o estudo de Superficies Regulares, suas propriedades e exemplos.

Organizou-se o trabalho em seis capitulos, sendo esta introdugao o primeiro deles.
O capitulo seguinte aborda a metodologia utilizada e descreve as etapas da realizagao do
trabalho. Uma pequena contextualizagao historica sobre Geometria Diferencial é feita no
terceiro capitulo, onde comenta-se brevemente os principais estudiosos da area e as suas

contribuigoes.
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O capitulo 4 aborda o referencial teérico, onde sao apresentados tépicos de andlise
no R", fundamentais para o desenvolvimento do trabalho. O quinto capitulo é dedicado
ao objeto chave do trabalho, o estudo de Superficies Regulares em R?. O ultimo capitulo

¢ destinado as consideragoes finais.
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2 METODOLOGIA

Este trabalho baseia-se em uma pesquisa bibliografica, visto que foi elaborado a
partir de materiais ja publicados. Pensa-se que esta metodologia é a mais adequada
para conduzir o mesmo, pois a teoria base ja encontra-se consolidada em livros, artigos,
dissertacoes e teses. Nessa perspectiva, de acordo com Gil (2010, p. 45), uma pequisa

bibliografica segue as seguintes etapas:

i) escolha do tema;

ii) levantamento bibliografico preliminar;

iii) formulagao do problema;

iv) elaboracao do plano provisério de assunto;
v) busca das fontes;

vi) leitura do material;

vii) fichamento;

viii) organizagao légica do assunto;

ix) redagao do texto.

Desta forma, a partir da escolha do tema e da sua delimitacao, buscou-se bibliogra-
fias apropriadas, onde foram selecionados livros que sao referéncias no assunto. Assim, foi
elaborada a questao norteadora: “como utilizar conceitos relacionados a uma Superficie
Regular S C R? em p € S para calcular comprimento de curvas, angulo entre vetores e

areas entre regioes?”. Feito isso, foi possivel determinar alguns objetivos a serem atingidos

e um plano provisério de estudo.

Foram elencados os pré-requisitos fundamentais para a compreensao do trabalho,
que sao topicos de Andlise no R™. As principais referéncias utilizadas nesta etapa foram
Lima, E. L. (2012,2013) e Lima R. F. (2015). Desta forma, foi elaborado um plano
provisorio dos conteidos a serem estudados, determinando uma estrutura logica a fim de

nortear a pesquisa. Para o levantamento histérico sobre o assunto, utilizou-se Boyer e

Merzbach (2012), Eves (2004) e Katz (2010).

Tem-se Carmo (2010) como principal referéncia para o estudo de Superficies Re-
gulares e Lima, R. F (2016) e Tenenblat, K. (2008) como bibliografias complementares.
Assim, a partir da definicao de Superficie Regular, foram explorados alguns exemplos e

estudados topicos relacionados a essa defini¢ao, tais como mudanga de parametros, plano
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tangente e primeira forma fundamental, com o propédsito de buscar uma resposta para o

problema apresentado.
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3 EMBASAMENTO HISTORICO

A Geometria Diferencial é o estudo das propriedades e generalizagoes de curvas e
superficies, utilizando o Calculo. Geralmente, ela explora curvas e superficies nas proxi-
midades imediatas de qualquer de seus pontos. Pode-se dizer que a Geometria Diferencial,
em sua forma moderna, iniciou nas primeiras décadas no século XVIII, com aplicacoes
do Célculo a Geometria Analitica. Gaspard Monge (1746 - 1818), matematico frances, é
considerado o pai da Geometria Diferencial, visto que foi o pioneiro nos estudos de curvas

e superficies no espago (EVES, 2004, p. 602).

Monge foi professor na Escola Politécnica e sob sua influéncia, matematicos france-
ses como J. B. Meusnier (1754 - 1793), E. L. Malus (1775 - 1812), C. Dupin (1784 - 1873)
e O. Rodrigues (1794 - 1851) entraram para o ramo da Geometria Diferencial, contri-
buindo com importantes teoremas da area. Ainda, Monge e seus seguidores consolidaram
a escola francesa de especialistas em Geometria Diferencial, que posteriormente, incluiu
nomes como A. L. Cauchy (1789 - 1857), B. de Saint-Venant (1796 - 1886), J. F. Frenet
(1816 - 1888), J. A. Serret (1819 - 1885), V. Puiseux (1820 - 1883) e J. Bertrand (1822 -
1900), que também colaboraram com estudos no campo (EVES, 2004, p. 602).

De acordo com Katz (2010, pp. 991 - 992), em 1828 o matemadtico alemao Carl
Friedrich Gauss (1777 - 1855), publicou sua obra “Disquisitiones Generales circa Super-
ficies Curvas” (Investigagbes Gerais sobre Superficies Curvas), que abordava a nogao de
curvatura de uma superficie curva. Gauss focou em superficies com “curvatura continua”,
ou seja, superficies que possuem planos tangentes em todos os pontos. Assim, Gauss de-

finiu a curvatura gaussiana de uma superficie em um ponto. Segundo Boyer e Merzbach

(2012, p. 348):

Se em um ponto P de uma superficie bem-comportada S levantamos
uma reta N normal a S, o feixe de planos que contém N corta a su-
perficie S em uma familia de curvas planas, cada uma das quais tera
um raio de curvatura. As direcOes das curvas com raios de curvatura
méaximo e minimo, R e r, sdo chamados direcoes principais de S em P, e
acontece serem sempre perpendiculares entre si. R e r chamam-gse raios
de curvatura principais de S em P, e a curvatura gaussiana de S em P

1
¢ definida por K = —.
rR



14

Posteriormente, o matematico alemao Georg Bernhard Riemann (1826 - 1866)
focou seus estudos em variedades m-dimensionais imersas em espacos n-dimensionais,
deixando para tras o espaco tridimensional. Assim, confirmou-se uma tendéncia da ma-
tematica moderna, a busca pela maior generalizagao possivel. Desta forma, foram explo-
radas as geometrias diferenciais generalizadas, as chamadas Geometrias Riemannianas,

que desencadearam os estudos para as Geometrias Nao-Riemannianas e outras (EVES,

2004, p. 603).

Segundo Carmo (2010, p. 1) a Geometria Diferencial aborda dois aspectos: Ge-
ometria Diferencial Classica e a Geometria Diferencial Global. A Geometria Diferencial
Classica estuda o comportamento local de curvas e superficies, isto é, nas vizinhancas de
um ponto. Por outro lado, a Geometria Diferencial Global analisa “a influéncia das pro-
priedades locais sobre o comportamento da curva ou superficie como um todo” (CARMO,
2010, p. 1). O tema dessa pesquisa, Superficies Regulares em R?, se encaixa no estudo

das propriedades locais.

A Geometria Diferencial, de acordo com o IMPA (Instituto de Matemé&tica Pura e
Aplicada) tem ligagoes com outras dreas da Matemética, tais como Equagoes Diferenci-
ais Parciais, Topologia, Funcoes Analiticas Complexas, Sistemas Dinamicos e Teoria dos
Grupos. Assim, diante do seu carater interdisciplinar, esta area tem manifestado grande
relevancia e vem se desenvolvendo em diversas direcoes, apresentando uma quantidade

consideravel de pesquisas.

Além disso, a escolha do tema justifica-se por uma motivagao pessoal da autora. A
mesma teve a oportunidade de conhecer a Geometria Diferencial devido sua identificacao
com as disciplinas de Geometria Analitica ¢ Geometria Espacial ¢ ainda, por incentivo
de uma professora da area. Assim, durante a graduagao, foram realizados estudos sobre
curvas planas, os quais foram significativos para a autora. Nesse sentido, considerou-se

adequado continuar os estudos em Geometria Diferencial, com topicos mais avancados.
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4 REFERENCIAL TEORICO

4.1 Topicos de Analise no R”

Esta secao visa apresentar topicos de Analise no R™ que sao essenciais para a
compreensao deste trabalho. Os teoremas, definicoes e proposicoes aqui apresentados

foram extraidos e/ou adaptados de Lima, E. L. (2012, 2013) e Lima, R. F. (2015).

4.1.1 O Espago Vetorial R"

Aqui, serao abordados alguns topicos iniciais de topologia do espago euclidiano,

tais como: nogoes do espago vetorial R™, produto interno, norma e algumas propriedades.

Dado um ntumero natural n, o espaco euclidiano n-dimensional R™ é o produto

cartesiano de n fatores iguais a R, ou seja,
R"=RxR---xR.

Os pontos de R™ sao as sequéncias de n termos reais © = (r1,---,,). Dados
r = (1, ,2,) ey = (Y1, ,yn) em R" tem-se z = y se, e somente se,
T1 =Y, " Tn = Yn-
Definigao 4.1.1. Dados dois conjuntos A, B com A C R" ¢ B C R™, temos que o
produto cartesiano A X B € o conjunto formado pelos pares ordenados (x,y) tais que
re€Aey€ B, isto ¢,
Ax B={(z,y); v € Aeyec B}.

Sejam z = (z1, - ,%n), ¥y = (Y1, ,yn) € R” e @ € R. Definiremos a soma e o
produto, respectivamente, por x 4+ y e « - x como sendo

r+y=(x1+y, T+ Yn)

e
a-r= (o), ar,).
Observe que estas operacgoes fazem de R™ um espaco vetorial de dimensao n sobre
o corpo dos reais, onde o elemento neutro para a adi¢cao é 0 = (0,--- ,0) e o simétrico de

= (21, ,xp) 6 —x = (=21, "+, —Tp)-



16

A base candnica ou base natural de R™ é constituida pelos vetores e; = (1,0, -+ ,0),
eo =(0,1,---,0), --+, e, =(0,0,---,1), que tém uma tnica coordenada nao-nula, igual
n
a 1. Desta forma, a igualdade = = (x1,--- , x,) significa que x = >_ z; €;.

=1

Defini¢ao 4.1.2. Chamamos por produto interno de x por y, denotado por {(x,y), a
operagdo que associa a cada par de vetores v = (T1,--+ ,&n), Y = (Y1, ,Yn) @ um

numero real que satisfaz as propriedades a sequir.
Para quaisquer x,y,z € R" e a € R, sdo verificadas:
i) {r,y) = (y.7);
i) (x,y+z) = (x,y) + (x,2);
iir) {ow,y) = alr,y) = (r,ay);
w) x#0= (z,z) > 0.
Neste trabalho, utilizaremos o produto interno usual de R", dado por
(@,y) = 1y1 + -+ Ty = ixy
i=1
Defini¢ao 4.1.3. Uma fungdio | - | : R® — RT € dita norma em R se, para quaisquer
z,y € R", o € R e sendo |a| o valor absoluto do nimero real o, tem-se:
i) |z +yl < o)+ [yl
i) |oc- x| = laf - [];
iii) © # 0= |z| > 0.
Dizemos que duas normas | - |; e | - | sobre R™ sdo equivalentes se existirem
constantes reais positivas « e 3 tais que
alz); < x| < Blxly, Vo € R™.

O ndmero nao negativo |z| = /(x, x) chama-se a norma euclidiana (ou o compri-

mento) do vetor x € R". Se x = (x4, -+ ,x,) entao
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Por definigao, tem-se (z, z) = |z|?, demodo que |z| =0 z=0¢|z| > 0 & x £ 0.
Também temos que dois vetores z, y € R"™ sdo ortogonais quando (z,y) = 0, o qual denota-

sex Ly.

Teorema 4.1.1 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz). Dados quaisquer x,y € R", tem-se

[z, y)| < |z| - |y| se, e somente se, um dos vetores x,y é um mailtiplo escalar do outro.
A demonstragao serd omitida e pode ser encontrada em Lima (2012, p. 5).

A seguir, veremos algumas propriedades da norma euclidiana que serao importantes

para estabelecer relacoes entre diferentes normas.

Em R" podemos utilizar outras duas normas quando houver necessidade. A norma
do méximo, que representaremos por |z|y = méx. {|z1], -+ ,|z,|} e a norma da soma

representada por |z|g = |z1| + -+ + |z,
Ainda, temos que para todo x € R", é valida a seguinte relagao
2l < Jo] < [als < n- o],

ou seja, tais normas sao equivalentes, onde |z| é a norma euclidiana e, ainda, para toda

norma cm R" vale a desigualdade

] = [yl| < |z —yl.

Definicao 4.1.4. A distancia d(z,y) entre dois pontos x,y € R™, é definida por

d(z,y) = |z —y| = \/(xl —n )2+ (T —yn)? =

As condigoes i), ii) e iii) da Defini¢do 4.1.3, que a norma satisfaz, implicam que a

distancia dispoe das seguintes propriedades:

1) d(z,z) <d(x,y) + d(y, 2);
ii) d(z,y) = d(y, »);

i) z #y=d(z,y) > 0.
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4.1.2 Bolas e Sequéncias no espago euclidiano

Definicao 4.1.5. Sejam a € R™ e r > 0. Definimos por

i) bola aberta de centro a e raio r o conjunto

B(a;r) ={x e R |z —a| < r};

i1) bola fechada de centro a e raio r o conjunto

Bla;r) ={x € R"; |z —a| < 1};
i11) esfera de centro a e raio v o conjunto

Sla;r] ={z € R" |z —a| =1}.

Uma sequéncia em R" é uma aplicacao x : N — R” que associa a cada nimero

natural k£ um ponto x; € R" e podemos representar a sequéncia por (xx), (1, , Tk, -+ )

ou (k) ken-

Consideramos uma subsequéncia de (zj) como sendo uma restrigao da sequéncia a
um subconjunto infinito N = {ky, ko -+ ki, -+ } C N, com k; < kiyq. Assim, indicamos
por (T )ren, (T, )ien OU (Tpyy -+ s Tpyy - ).

Dizemos que uma sequéncia (zy) é limitada quando o conjunto de seus termos é
limitado em R", ou seja, quando existe um numero real ¢ > 0 tal que |xx| < ¢, para todo

k € N. Também temos que, um ponto a € R" é o limite da sequéncia (x;) quando, para

todo € > 0 dado, existc um ky € N tal que
k>ky= |z —al <e,
isto é, lim x;, = a, que também pode ser denotado por limx;, = a e limz, = a.
k—o0 keN

Definicao 4.1.6. Uma sequéncia (zx) € R™ € dita convergente quando existe a = lim .

Caso contrdrio, a sequéncia € divergente.

Defini¢ao 4.1.7. Uma sequéncia (xy) € dita sequéncia de Cauchy quando para todo € > 0
existe kg € N tal que

kyr > ko= |og —x.] <e.
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A seguir, veremos alguns teoremas sobre convergéncia de sequéncias.

Teorema 4.1.2. Uma sequéncia (zy) € R™ converge para o ponto a = (ay,--- ,a,) se, e
somente se, para cada i = 1,---,n, tem-se lim x, = a;, isto €, cada coordenada de xy,
k—o00

converge para a coordenada correspondente de a.

A demonstragao serd omitida e pode ser encontrada em Lima (2012, p. 16).
Teorema 4.1.3 (Bolzano-Weierstrass). Toda sequéncia limitada em R™ possui uma sub-
sequéncia convergente.

A demonstragao serd omitida e pode ser encontrada em Lima (2012, p. 17).

Teorema 4.1.4. Duas normas quaisquer no espaco R™ sdo equivalentes.

A demonstragao serd omitida e pode ser encontrada em Lima (2012, p. 19).

Um ponto a € R™ é dito ponto de acumulacao do conjunto X C R", quando toda
bola de centro a contém algum ponto de X, diferente de a, ou seja, para todo ¢ > 0,
deve existir z € X — {a} tal que 0 < |z — a| < e. Denotaremos o conjunto dos pontos de

acumulacao de X por X'.

Teorema 4.1.5. Sejam X C R" ea € R". Sao equivalentes:

i) a € ponto de acumulagdo de X ;
i) a € limite de uma sequéncia de pontos xy € X — {a};

i11) Toda bola aberta de centro a contém wma infinidade de pontos de X.

A demonstragao serd omitida e pode ser encontrada em Lima (2012, p. 21).

4.1.3 Limites e Aplicagoes continuas

Nesta subsecao, serao definidos conceitos importantes sobre continuidade de aplicagoes

que sao fundamentais no estudo de Superficies Regulares.
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Definicao 4.1.8. Sejam f : X — R" definida no conjunto X C R™ e a € R™ um ponto
de acumulagio de X. Diz-se que b € R™ € o limite de f(x) quando x tende para a, se

para todo € > 0, existe 6 > 0 tal que
reX,0< |z —al<d=|f(x)—b| <e,

e denota-se,

lim f(xz) = 0.

r—a

Definicao 4.1.9. Dizemos que uma aplicacao f : X C R™ — R" € continua no ponto

a € X quando, para qualquer € > 0 dado, pode-se obter o > 0 tal que
ze X, |lx—al<d=|f(z)— fa)| <e.

Teorema 4.1.6. Sejam [ : X CR™ - R"eg:Y C R* - RP, com f(X) C Y.
Se f € continua no ponto a € X e g é continua no ponto b = f(a), entao a aplicag¢ao

go f: X — RP é continua no ponto a.

Demonstrag¢ao. Por hipdtese, como g é continua no ponto b = f(a), dado arbitrariamente

e > 0, existe n > 0 tal que

yey,

y— fla)| <n=lg(y) — g(f(a))| <e. (4.1.1)

Por outro lado, pela continuidade de f, pode-se obter § > 0 tal que

r€X, |lz—al <é=|f(z)— fa)| <n. (4.1.2)

Logo, de (4.1.1), (4.1.2) e tomando y = f(z), obtemos

reX, |lzr—al<d= !g(f(x)) —g(f(a))} <e.

Portanto, a aplicacao g o f é continua no ponto a. O

Teorema 4.1.7. Uma aplicacao f : X C R™ — R" ¢ continua no ponto a € X se, e
somente se, as funcoes f1, -+, fn : X C R™ — R, tal que f(z) = (fl(x), ,fn(x)),

denominadas por fungoes coordenadas, sao continuas nesse ponto.
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Demonstracao. Pelo Teorema 4.1.6, temos que a continuidade de f implica a continuidade
das f;, tomando g como 7;, projecao na i-ésima coordenada. Reciprocamente, se cada
fi: X C R™ — R" é continua no ponto a € X, dado € > 0, existem nimeros 6y, - , 9, >
0 tais que

reX, |x—al <= ‘fl(x)—fl(a)‘ <e.

Assim, tomando a norma do méximo em R" e 6 = min{d,---,d,} , temos

v € X, v —a| <d=|f() ~ fla)| = méx{|fi(z) - fila)

;1§i§n}<6.

Portanto, f é continua no ponto a. O

Teorema 4.1.8. Uma aplicagao f: X C R™ — R" é continua no ponto a € X se, e so-

mente se, para toda sequéncia de pontos x, € X com limz, = a, tem-se

klg(f)lo f(xr) = f(a).

A demonstracao serda omitida e pode ser encontrada em Lima (2012, p. 27).

Definicao 4.1.10. Sejam X C R™ e Y C R". Dizemos que a aplicacao f : X =Y €
um homeomorfismo se f é uma bijecao continua, cuja inversa f~1:Y — X também é

continua.

4.1.4 Conjuntos Abertos

Seja a € X C R™. Dizemos que a ¢ ponto interior a X quando ¢é centro de alguma
bola aberta contida em X, isto é, quando existe § > 0 tal que |z —a|] <d =z € X. O
interior de X, representado por intX, é formado pelos pontos interiores a X. Quando

x € itV , dizemos que o conjunto V' é uma vizinhanca do ponto x.

Definigao 4.1.11. Um conjunto X C R" chama-se aberto quando todos os seus pontos
sao interiores, ou seja, mtX = X. Isso equivale a dizer que, para cada x € X existe

0 >0 tal que B(x;6) C X.

Teorema 4.1.9. Seja f: X C R" — R™ uma aplicacao, f € continua se, e somente se,

a imagem inversa f~1(A) de todo aberto A C R"™ seja um conjunto aberto em X.
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Demonstragdo. (=) Suponha f continua e A um aberto de R". Mostraremos que f~1(A)

¢ um aberto de X.

O caso f71(A) = @ é trivial. Deste modo, supondo que existe a € f~1(A), entao
fla) € A. Como A é aberto, existe ¢ > 0 tal que B(f(a);e) C A. Ainda, como f
¢ continua, existe § > 0 tal que € X,z —a| < § = |f(z) — f(a)| < €, ou seja,
€ XN B(a;8) = f(z) € B(f(a);e). Assim, f(X N B(a;0)) C B(f(a);e) C A, donde
B(a;6) N X C f7Y(A). Logo, f~!(A) é aberto em X.

(<) Dado a € X, mostraremos que f é continua, ou seja, para € > 0, existe § > 0,

talque:L‘EX,|x—a|<5:>‘f(:v)—f(a)‘<8.

Por hipétese, tomemos A = B(f(a);e), temos que f~1(A) é um aberto de X.
Note que a € f~!(A), entao existe & > 0 tal que B(a,d) N X C f~}(A), ou seja,
r € XNB(a,d)= f(x) € A. Logo, f é continua. O

A seguir, veremos alguns exemplos sobre conjuntos abertos.

Exemplo 4.1.1. Se A € R™ e B C R" sao abertos, entdao o produto cartesiano

Ax BCR™x R*» =R™™ § aberto.

Tomando (z,y) € A x B, devemos mostrar que existe r > 0 tal que
BM((zL’, Y); 7‘) C AXx B, onde By, ((x, Y); 7‘) ¢ uma bola aberta, conforme a Definicao 4.1.5,
com a norma do maximo. De fato, como A é aberto, existe r; > 0 tal que By (z;7m) C A.

Da mesma forma, como B é aberto, existe ro > 0 tal que By (y;r2) C B.

Agora, tome r = min{ry,73}. Desta forma, temos By (x;r) C A e By(y;r) C B.

Assim, By(z;7) x By (y;7) C A X B e entdo, BM((x,y);r) C A x B, como querfamos.
Portanto, A x B C R™ x R" = R™*" § aberto.

Exemplo 4.1.2. Cada uma das m projecoes m; : R™ — R, j € {1,---,m}, é uma

aplicagao aberta.
Tome um aberto qualquer A C R™, devemos mostrar que m(A) é aberto.

Seja x; € m(A) qualquer, temos que x; = 7;(z), para algum z € A. Como A ¢é

aberto, existe r > 0 tal que By (z;7) C A. Porém, By(z;r) = (21 —ryzy +7) X -+ X
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X (x, —r,x,+1), onde (x; —r,z; +r) é um intervalo de R, Vi € {1,--- ,n}. Pelo exemplo
4.1.1, temos que, By (z;7) C A e m(Bu(z;r)) C w(A).

Assim, 7(A) é aberto.
4.1.5 Caminhos Diferenciaveis

Seja o intervalo I C R. Um caminho em R" é uma aplicacao
f I — R" se para cada t € I, temos f(t) = (fl(t),--- ,fn(t)), onde as n fungoes
fi: I =>R Vie{l - n}

Para simplificar a notacgao, utilizaremos [ para denotar o intervalo aberto I C R.

Temos que o caminho f : I — R™ é continuo no ponto a € I se, e somente se, cada
uma das suas funcoes coordenadas é continua em a. Isso pode ser verificado de modo

andlogo ao Teorema 4.1.7.

Definicao 4.1.12. Definimos o vetor velocidade do caminho f : 1 — R", no pontoa € I,

como sendo

Fla) — i LD =S

t—0 t ’

quando tal limite existe.

Definigao 4.1.13. O caminho f : [ — R" ¢ dito diferencidvel quando existe f'(a) para

todoa €I .

Note que o caminho f : I — R™ possui vetor tangente no ponto a se, e so-

mente se, cada uma de suas fungoes coordenadas f; possui derivada nesse ponto. Assim,
f'(a) = (fila),--, fr(a)).

Proposicao 4.1.1. O caminho f : [ — R™ € diferencidvel se, e somente se, cada uma de

suas fungoes coordenadas f; : I — R é uma funcao real diferencidvel no intervalo I.

A demonstragao serd omitida e pode ser encontrada em Lima (2013, p. 41).

Sejam, f,g: I — R" caminhos diferenciaveis, a : I — R uma fungao diferenciavel

e [f(t)] = /(f(¢), f(t)), valem as seguintes regras de derivagao:
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(f@), f'(t))

’f(t)| , se f(t) #0.

iv) —|f(t)] =
Note que quando f’ existe ¢ é continuo, diz-se que o caminho f ¢ de classe C*.
Analogamente, quando f” é continuo, o caminho f é de classe C2?. Desta forma, para
todo inteiro k > 1, quando f* for de classe C*, temos que f é de classe C**t!. Dizemos

que f é de classe C°, quando existirem as derivadas de todas as ordens do caminho f.

A Regra da Cadeia é uma relagao da derivada de uma fungao composta com as

derivadas destas funcoes. Tal relacao pode ser vista no Teorema a seguir.

Teorema 4.1.10 (Regra da Cadeia). Sejam ¢ : [ C R — R uma fungao real diferencidvel
nopontoa €l ef:J—R" comep(l)C J, um caminho diferencidvel no ponto b = p(a).

Entao, o caminho foe : I — R™ é diferencidvel no ponto a e, ainda,

(fop)(a)=¢'(a)- f'(¢(a)).
A demonstragao serd omitida e pode ser encontrada em Lima (2012, p. 87).

4.1.6 Calculo com funcoes reais de n variaveis

Para o entendimento do conceito de Superficies Regulares e da Geometria Dife-
rencial em geral, no¢oes de Calculo em R"™ sao muito importantes. Para tal, estudaremos
alguns topicos de derivadas parciais, derivadas direcionais, fungoes diferenciaveis, gradi-

ente de uma funcao diferenciavel e diferenciabilidade de uma aplicacao.

Definigao 4.1.14. Seja f : U — R wma fungdo real, definida no aberto U C R". A

i-ésima derivada parcial de f no ponto a € U (onde 1 <i<n) € o limite

OF () — oy 1004 100 — T (@)

o0x; t—0 t

, (4.1.3)

quando esse limite existe.
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Como U é aberto, existe € > 0 tal que a + te; € U para todo t € (—¢g,¢). Assim,

estd bem definido o caminho retilineo A : (—¢,e) — U com A(t) = a + te;. A Definigao
0

4.1.14, diz que /

8%—
a derivada, no ponto t = 0, da fungao fo A: (—¢g,e) - R.

(a) = (f o N)'(0), ou seja, a i-ésima derivada parcial de f no ponto a é

A fungao f, quando restrita ao segmento de reta aberto J = (a — €¢;,a + €e¢;),

torna-se uma fungao real f(a + te;), da variavel real ¢ e (a) é a derivada desta fungao

8@-

no ponto t = 0. Note que, a derivada parcial ¢ a derivada de f em relacao a sua

&vi

i-ésima variavel e nos da informagoes sobre o crescimento de f ao longo desse segmento.

Definicao 4.1.15. Sejam f : U — R definida no aberto U C R", a € U ev € R". A

deriwada direcional de f no ponto a, de acordo com o vetor v, € o limite

0 tv) —
0F (1 _ oy Ll 10) = fl@)
ov t—0 t
quando esse existe.
. . of ) : N
A derivada direcional —=(a) é a derivada, no ponto t = 0, da fungao

dv
foX:(—ee) = R, onde A : (—g,6) = R" é o caminho retilineo, A\(t) = a + tv,

para todo t € (—¢,¢), onde € > 0 é suficientemente pequeno tal que a imagem de A esteja

contida em U.

Teorema 4.1.11 (Teorema do Valor Médio). Seja f : U — R definida no aberto
U C R". Suponhamos que o segmento de reta |a,a + v] esteja contido em U, que a

0
restricao f‘[a, a + v| seja continua e que ezista a derivada direcional —f(x), sequndo v,

ov

em todo ponto x € (a,a+v). Entdo, existe 0 € (0,1) tal que f(a+v)— f(a) = %(aﬁ—@v).

A demonstragao serd omitida e pode ser encontrada em Lima (2012, p. 123).

Corolario 4.1.1. Seja U C R™ aberto e conexo. Se f: U — R possui derivadas direci-

0
onais em todo ponto v € U e —f(x) = 0 para qualquer vetor v € R™ e qualquer x € U,

ov

entao f € constante.

A demonstragao serd omitida e pode ser encontrada em Lima (2012, p. 123).

Definicao 4.1.16. Dada f : U - R, U CR" ea € U. Temos que f € diferencidavel no

ponto a quando existirem constantes Ay, ---, A, tais que, para todo wvetor
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v=(ay, - ,a,) €ER" coma+v €U, setenha

r(v
fla+v)=fla)+ A -aq+ -+ A, - a, +7r(v), onde hm% = 0.
v
A funcao f é dita diferenciavel, quando for diferenciavel em todos os pontos de U.
Se f é diferencidvel no ponto a entao, tomando v = te;, ou seja, a; =0se j #iea =1,
se j =1, segue que,

fla4+v)— fla) = A;-a; +1r(v)

= fla+te;) — fla) = A; -t + r(te;)

N f(a+t€;) —f@) ?”’(tt:j’)' (4.1.4)

Aplicando o limite com ¢ — 0 em (4.1.4) e utilizando (4.1.3) temos

te;
6f( ) =lim A; + lim rite:)
ox; t—0 t—0 | ez|
t .
como lim rite) = (, obtemos que
t—0 |t6i|
of
Ox; (a) = 4

ou scja, existe cada derivada parcial de f no ponto a.

Teorema 4.1.12 (Regra da Cadeia). Sejam U < R™, V. C R" abertos,
f="nfa):U—=R" tal que f(U) C V e cada fungao coordenada fr, : U — R
¢ diferencidvel no ponto a € U. Ainda, seja g : V — R uma funcgao diferencidvel no ponto
b = f(a). Entdo, a func¢iao composta go f : U — R ¢é diferencidvel no ponto a e suas

derivadas parciais sao

Jg 0fk
8371 Zayk () 0x; (a).

A demonstracao serd omitida ¢ pode ser encontrada em Lima (2012, p. 126).

Corolario 4.1.2. Se f : U — R € diferencidvel no pontob e se X : (a—e,a+¢) - U C R"
¢ um caminho diferencidvel no ponto a, com N a) =b e \(t) = (Al(t), e ,)\n(t)), entao

a fung¢ao composta foX: (a—¢e,a+¢e) — R € diferencidvel no ponto a, e tem-se

Z 8:17Z
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Definicao 4.1.17. Dada a funcao diferenciavel f : U — R, definida no aberto U C R",

o gradiente de f no ponto a € U é o vetor

rad fl0) = (L@ L),

Corolario 4.1.3. Seja f : U — R diferencidvel no aberto U C R™. Dadov = (aq,- - , o),
se XA : (=6,0) = U € qualquer caminho diferencidvel tal que \(0) = a € U e X(0) = v,

tem-se

(f 0 \(0) = {grad f(a),0) = (@) = 322

ov : 101‘7; !
1=

A demonstragao serd omitida e pode ser encontrada em Lima (2013, p. 61).

Definicao 4.1.18. Dadas f : U — R, diferencidvel no aberto U C R™ e ¢ um nimero
real, diz-se que o ponto x € U estd no nivel ¢, em relagao a f, quando f(x) = c. Chama-se
superficie de nivel ¢ da fung¢ao f, o conjunto dos pontos de U que estao no nivel c, ou

seja, a imagem inversa f'(c).

Fixado a € U e supondo grad f(a) # 0. Valem as seguintes propriedades do

gradiente:
i) O gradiente aponta para a direcdo em que f é crescente;

ii) A direcao do gradiente é a de crescimento mais réapido, em relagdo as outras em

que f também cresce;

iii) O gradiente de f no ponto a é perpendicular a superficie de nivel de f que passa

por esse ponto.

Definicao 4.1.19. A aplicacao f : U — R", definida no aberto U C R™, diz-se dife-

rencidvel no ponto a € U quando existe uma aplicagao linear T : R™ — R™ tal que

flatv) = fla) =T v+r(v),
r(v)

onde lim —= =0 ev,a+v e U.
v—=0 |1}|

Tal aplicacao T pode ser denotada como df, : R™ — R" e é chamada por diferencial

de f no ponto a.
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Proposicao 4.1.2. Toda aplicacao diferencidvel num ponto € continua nesse ponto.

A demonstragao serd omitida e pode ser encontrada em Cipolatti (2018, p. 70).

A aplicacao linear df, : R™ — R”™ possui, em relacao as bases canonicas de R™

e R", uma matriz n x m chamada a matriz jacobiana de f no ponto a, denotada J;(a),

dada por of of of
1 1 1
8_acl(a) a—@(@) %(@)
Oy Ohy . 9K,
Jf(a) = 8331 8332 &Izm
Ofu. O of,
a—xl(a) a—@(a) axm(“)

Teorema 4.1.13. A aplicacdo f : U C R™ — R"™ € diferencidvel no ponto a € U se, e

somente se, suas fungoes-coordenadas fi,--- , fn : U — R sao diferencidveis nesse ponto.

A demonstragao serd omitida e pode ser encontrada em Lima (2012, p. 246).

Corolério 4.1.4. A aplicagio f = (¢g,h) : U C R™ — R™ x RP, dada por
f(@) = (9(x),h(z)), € diferencidvel no ponto a € U se, e somente se, cada uma das
aplicacoes coordenadas g : U — R"™ e h : U — RP o é. Em caso afirmativo,

f'a) = (¢'(a), W(a)) - R" = R" X R

A demonstracao serd omitida e pode ser encontrada em Lima (2012, p. 246).

Definicao 4.1.20. Uma aplicacio f : U C R™ — R" diz-se diferencidvel no aberto U
quando € diferencidvel em todos os pontos de U. Neste caso, fica definida a aplicacao
derivada ' : U — L(R™;R™), que associa a cada ponto x € U a transformagdo linear

f'(xz) : R™ — R", derivada de f naquele ponto.

0
Definicao 4.1.21. Definimos, para cada v € R™, a aplicagao G_f U C R™ = R", cujo
v

valor num ponto x € U € a derivada direcional a—f(yc) = f'(x) - v.

v

Teorema 4.1.14. Seja f: U C R™ — R". As sequintes afirmacgoes sao equivalentes:

i) f € diferencidvel e a aplicagao derivada f': U — L(R™;R"™) € continua;
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it) As fungoes-coordenada fi,---,f, : U — R da aplicacio f possuem derivadas

. ) 0
parciais continuas l U — R;

a.fj

iii) Para cada v € R™, existe a derivada direcional a—f(x) em qualquer ponto x € U e
v

0
a aplicacao —f : U — R™ € continua.

ov

A demonstracgao serd omitida e pode ser encontrada em Lima (2012, p. 247).

4.1.7 O Teorema da Aplicacao Inversa

Um dos teoremas mais importantes do Calculo Diferencial é o chamado Teorema

da Aplicacao Inversa, ele sera muito 1til no estudo de Superficies Regulares.

Definicao 4.1.22. Sejam U,V C R™ abertos. Um difeomorfismo f : U — V € uma
bijecao diferencidavel cuja inversa € diferencidvel. Em particular, f € uwm homeomorfismo

entre U e V.

Quando o difeomorfismo f é de classe C*, seu inverso também o é. Ainda, é
imediato que a inversa de um difeomorfismo é um difeomorfismo e que a composta de

difeomorfismos é um difeomorfismo.

Proposicao 4.1.3. Seja [ : U C R" — V C R™ um difeomorfismo. Entao, para todo

x € U, a derwada f'(x) € LR™;R™) é um isomorfismo. Em particular, tem-se m = n.

A demonstragao serd omitida e pode ser encontrada em Lima (2015, p. 200).

Exemplo 4.1.3. Scja U C R™ a bola aberta de centro na origem ¢ raio 1. A aplicacao

f: U — R™, definida por f(x) = ’

V1—(z, z)

. , Y

inversa g : R™ — U é dado por g(y) = ————.
V31+ )

Definicao 4.1.23. Uma aplicacao diferencidvel f : U C R™ — R™ € um difeomorfismo

¢ um difeomorfismo de classe C°, cuja

local quando para cada v € U existe um aberto V,, com x € V,, C U, tal que a restricao

de f a 'V, é um difeomorfismo sobre um aberto W, C R™.

Proposicao 4.1.4. Se f : U — R™ € um difeomorfismo local de U sobre V = f(U)

entao, para cada x € U, a derivada f'(x) : R™ — R™ € um isomorfismo.
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A demonstragao serd omitida e pode ser encontrada em Lima (2012, p. 277).

O teorema da aplicacao inversa estabelecera a reciproca, no caso em que

feCkk>1).

Veremos a seguir, uma versao do teorema da aplicacao inversa na qual supoe-se a
aplicagao diferenciavel em apenas um ponto. Na versao classica do teorema, que decorre

imediatamente depois desta, supoe-se que a aplicacao seja pelo menos de classe C*.

Lema 4.1.1 (Diferenciabilidade do homeomorfismo inverso). Seja f : U — V um homeo-
morfismo entre os abertos U,V C R™. Se f € diferenciavel num ponto a € U e a derivada
f'(a) : R™ — R™ € um isomorfismo, entdo o homeomorfismo inverso f=1 : V — U é
diferencidvel no ponto b = f(a). Se f € fortemente diferencidvel no ponto a, entdo f~' ¢é

fortemente diferencidvel no ponto b.

A demonstracao serd omitida e pode ser encontrada em Lima (2012, p. 281).

Teorema 4.1.15 (Teorema da Aplicacao Inversa). Sejam f : U — R™, definida no aberto
U C R™, fortemente diferencidvel no ponto a € U e f'(a) : R™ — R™ um isomorfismo.
Entao, f € um homeomorfismo de um aberto V contendo a sobre um aberto W contendo
f(a). O homeomorfismo inverso f~1 : W — V € fortemente diferencidvel no ponto f(a)
e sua derivada nesse ponto € [f'(a)]™!. Se f € C*(k > 1) entao V pode ser tomado de

modo que f seja um difeomorfismo de V sobre W .

A demonstragao serd omitida e pode ser encontrada em Lima (2012, p. 282).

Corolario 4.1.5. Uma aplicacio f : U — R™, de classe C* no aberto U C R™,

(onde 1 < k < 00), € um difeomorfismo local se, e somente se, para todo x € U, a derivada

f'(x) : R™ — R™ é um isomorfismo (isto €, det Jf(x) #0).

Definicao 4.1.24. Uma imersdo do aberto U C R™ no espaco euclidiano R™ € uma
aplicagao diferencidvel f : U — R™ tal que, para cada x € U, a derivada f'(z) : R™ — R"

€ uma transformacdo linear injetiva. Fvidentemente, isto so pode ocorrer quando m < n.

A aplicacao composta de duas imersoes é ainda uma imersao.
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5 SUPERFICIES REGULARES

De acordo com Carmo (2010, p. 61) e Lima, R. F. (2016, p. 33), sem grande rigor,
podemos dizer que uma superficie regular em R? é formada tomando pedacos do plano,
deformando-os e colando-os suavemente entre si, de modo que a superficie resultante nao
tenha pontas, arestas ou auto-intersecoes. Assim, tem sentido definir em cada um de seus
pontos um plano tangente. Definindo o conjunto dessa forma e com a existéncia do plano

tangente, as nocoes do Calculo podem ser estendidas as superficies regulares.

Os teoremas, defini¢oes e proposigoes aqui apresentados foram extraidos e/ou adap-

tados de Carmo (2010) ¢ Tenenblat, K. (2008).
5.1 Superficies Regulares; Imagens inversas de valores regulares

Nesta secao vamos introduzir a definicao de uma superficie regular em R?, bem
como algumas proposigoes e exemplos.

Definicao 5.1.1. Um subconjunto S C R® € uma superficie reqular, se para cada p € S,
existe uma vizinhanca V de p em R? e uma aplicagdo o : U — VNS de um aberto U C R?

sobre VNS C R? tal que (ver Figura 1)

i) @ € diferencidvel, isto é, escrevendo
p(u,v) = (z(u,v),y(u,v), 2(u,v)), onde (u,v) €U,

temos que as funcoes x(u,v),y(u,v), z(u,v) possuem derivadas parciais continuas

de todas as ordens em U;

ii) ¢ é um homeomorfismo, ou seja, existe a inversa o~ : VNS — U, que também

€ continua;

iii) (Condigdo de reqularidade) para todo q € U, a diferencial dp, : R* — R? € injetiva,

ou seja, Y € uma IMErsao.
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Figura 1 — Defini¢ao de Superficie Regular.

Fonte: Elaborado pela autora.

A seguir, vamos mostrar que a condigdo iii) da Defini¢ao 5.1.1 pode ser expressa de
outra maneira. Mas, para isso, precisamos da definicao de dependéncia e independéncia

linear, que segue abaixo.

Definicao 5.1.2. Sejam V' um espago vetorial e vi,vq, -+ ,v, € V. Dizemos que o
conjunto {vy, vy, -+ ,v,} € linearmente independente (LI), ou que o0s vetores vy, vy, -+ , Uy
sao LI, se a equacao

a1v1 + agvg + -+ - + a,v, =0

implica que a1 = ay = -+ = a, = 0. Caso contrdrio, dizemos que {vi,va,--- ,v,} €

linearmente dependente (LD), ou que os vetores vy, v, -+ ,v, sGo LD.

Note que a aplicacao ¢ é dita uma parametrizacao de S na vizinhanga de p € .S se
satisfaz os itens 1) e ii) da Definigao 5.1.1. A condicao iii) pode ser representada calculando
a matriz da aplicagao dyp, nas bases canonicas e; = (1,0) e ex = (0,1), onde ey, ey € R?
com coordenadas (u,v) € U C R* e f; = (1,0,0) , fo» = (1,0,0) e f3 = (0,0, 1), onde

f1, f2, f3 € R3 com coordenadas (x,y, 2).

Observe que considerando ¢ = ¢~ '(p), tem-se que dy, : R? — R3? ¢ injetiva.

Desta forma, pondo ¢(u,v) = (x(u,v),y(u,v),z(u,v))7 x,y,2 : U C R?> = R as funcoes
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coordenadas de ¢, temos que

dante) = 5200 = (Gt 540 50,

dante) = 520 = (S0 S0 50

Entao,

) 2 4g)]
dp, = %(q) %(Q)
ECR-0)

Agora, a condicao iii) pode ser expressa exigindo-se que os vetores coluna
0 . . . :
{8_<p (9), 0—¢(q) sejam linearmente independentes, ou, de forma equivalente, que um
u v
Ox,y) Oz, 2)  O(y,z)

d(u,v)” I(u,v) o O(u,v)
tenha posto 2.

dos menores seja diferente de zero em ¢, ou ainda, que dy,

Or Ox

(z,y) ou v

Observe que Awv) det @ @
ou Ov

A condicao de diferenciabilidade em i) é bastante natural se desejamos tratar de
geometria diferencial em S. Ja a injetividade na condigao ii) tem como propdsito excluir

a possibilidade de auto-intersecoes em superficies regulares.
Vejamos dois exemplos de superficies regulares.

Exemplo 5.1.1. Gréficos de aplicacoes diferencidveis f: U C R?2 — R, onde U é aberto

(ver Figura 2).



34

Figura 2 — Gréfico de uma Aplicacao Diferenciavel.

- e _m—--

Fonte: Elaborado pela autora.

De fato, ponha ¢ : U C R* = G(f) C R?* como sendo ¢(u,v) = (u,v, f(u,v)).

Assim, de acordo com a definicao de superficie regular, temos que:

i) ¢ é diferenciavel, pois f é diferencidvel;

ii) ¢ ¢ um homeomorfismo. De fato, temos que a aplicagao projecao 7 : R® — R?
m(z,y,z) = (z,y) é continua e como ¢! = ﬂ’ " é a restricao de uma aplicacao
G(f
continua, obtemos que também é continua;

iii) dy, é injetiva, Vg € U.

dp of\ ¢ of do 0o\ .
De fato, Tu (1,0, %) 50 (0,1,% e, portanto, 30’ 9o q ¢ linear-

mente independente.

Exemplo 5.1.2. A esfera unitdria 5? = {(z,y, z) € R 22+y?+2? = 1} é uma superficie

regular.

Primeiro, observamos que o conjunto de seus pontos cuja coordenada z é positiva

¢ o grafico da aplicacao ¢; : U C R? — R? dada por

pi(z,y) = <w,y, 1— (a2 +y2)) (z,y) €U,
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onde R? = {(z,y,2) € R}z =0} e U = {(z,y) € R%;2? + y*> < 1}. Note que ¢; é
uma parametrizacao de S?, ou seja, p1(U) é a parte (aberta) de S? acima do plano xy.

Observe que
i) como as fungoes coordenadas sao diferencidveis, isto é, possuem derivadas parciais
continuas de todas as ordens, segue que ¢ é diferenciavel;
ii) sendo ¢; uma aplicacdo bijetora e que ¢;' = 7 o ou seja, p; ' é a restricao
1
da projegao 7 : R* — R? tal que 7(x,y,2) = (LU,Z) ao conjunto ¢;(U). Como a

aplicacdo projecdo é continua, temos que ;' é continua em ¢, (U);

iii) dpq, € injetiva, Vg € U.

0 15)
De fato, o 1,0, — < , LA 0,1, SR , €, por-
Ox V1—ax?—y? Ay V1—a?—y?
0 0
tanto, ﬂ, Al ¢é linearmente independente.
or 0Oy q
Agora, cobriremos a esfera inteira utilizando parametrizagoes similares. Definimos

@0y : U C R? — R3 por

po(T,y) = (l‘,y, —/1— (22 +y2)> (z,y) € U.

Desse modo, teremos que ¢, também é uma parametrizacdo e observamos que

©1(U) U pa(U) cobre a esfera menos o equador
{(:v,y,z) eER: P+ =12= 0}.

Figura 3 — Parametrizacdes 1 e @9 da esfera S2.

z

Fonte: Elaborado pela autora.
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Analogamente, utilizando os planos xz e yz, definimos as seguintes parametrizagoes
p3(z,2) = (:r,—i— 1— (22 + 22),z> ,

w4z, 2) = (:1:, —/1—= (22 + zz),z) ,
@5(y, 2) = ( 1—(y° +2%),, 2)
woly, z) = (— 1- (y2+22),y,Z>,

que, juntamente com ¢y e @y, cobrem inteiramente S? (ver Figura 4).

Mostramos assim que S? é uma superficie regular.

Figura 4 — Parametrizacdes locais da esfera S2.

Fonte: Elaborado pela autora.

Note que, mostrar a partir da definicdo, que um dado subconjunto de R® é uma
superficie regular, pode ser um tanto cansativo. Assim, apresentaremos a seguir duas

proposicoes que simplificarao essa tarefa.

Proposicao 5.1.1. Se f : U — R ¢ uma funcdo diferencidvel em um conjunto aberto
U C R?, entdo o grdfico de f, isto é, o subconjunto de R® dado por (a:,y,f(:c,y)) para

(x,y) € U, € uma superficie reqular.
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Demonstracao. Esta Proposicao é a formalizacao do Exemplo 5.1.1 e portanto, a demons-

tracao é andloga. O

Antes de enunciarmos a Proposicao 5.1.2, precisaremos da seguinte defini¢ao.

Definicao 5.1.3. Dada uma aplicagao diferencidvel F' : U C R™ — R™ definida em
um conjunto aberto U, dizemos que p € U é um ponto critico de F se a diferencial
dF, : R* — R™ ndo € uma aplicagio sobrejetiva. A imagem F(p) € R™ de um ponto
critico € chamado um valor critico de F' e um ponto de R™ que nao € um valor critico é

chamado um valor reqular de F.

A terminologia é motivada pelo caso particular em que f: U C R — R é uma
funcdo real de uma variavel real. Um ponto xy € U é critico se f'(xzo) = 0, isto é, se
a diferencial df,, leva todos os vetores em R no vetor nulo. Note que qualquer ponto

a ¢ f(U) é um valor regular de f.

Se f: U C R* = R ¢ uma fungao diferencidvel, entao df, aplicada ao vetor (1,0, 0)

¢ obtida calculando-se o vetor tangente em f(p) a curva
x — f(x + o, Yo, 20),
onde P = (z0, Yo, 20)-
Decorre dai que

dfp(17070) = %(x(hy(]:z()) = f:c

e, de forma andloga, que

dfp(07 170) = fy> dfp(0707 1) = fz~

Assim, temos que a matriz de df, na base (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1) é dada por

dfp = (fa:a fya fz)

Note que, nesse caso, dizer que df, nao é sobrejetiva ¢ equivalente a dizer que
fe = f, = f. = 0 em p. Portanto, a € f(U) é um valor regular de f : U C R* — R se
e, somente se, f;, f, € f. nao se anulam simultaneamente em qualquer ponto da imagem

inversa

S 7M@) = {(z.y,2) € U; f(z,y,2) = a}.
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Proposigao 5.1.2. Se f : U C R® — R € uma funcao diferencidvel e a € f(U) € um

valor reqular de f, entdo f~'(a) é uma superficie reqular em R3.

Demonstragdo. Seja S = f~'(a). Como a é valor regular para f, temos que S # & e
para todo p € S, podemos admitir que alguma das derivadas parciais de f é nao nula,
0 0 0 -
ou seja, det(df,) = (a—f(p), a—f(p); a—f(p)> =% 0. Supomos sem perda de generalidade,
x Yy z

aue 2L (p) # 0.

Agora, definimos uma aplicacao I : U C R?* — R3, dada por

F(z,y,z) = (x,y,f(ff,% Z))

Note que S = f~'(a) C U e p € U. Indicamos por (u,v,t) as coordenadas de um

ponto do R? onde F toma seus valores.

Observe que a diferencial de F' em p é dada por

1 0 0
dF,=| 0 1 0
of af of
%(P) a—y(P) 5(]9)
¢ que det(dF,) = %(p) # 0.

Desta forma, aplicando o teorema da funcao inversa, temos que existem abertos
VeWdeR? comp e Ve F(p) € W, tais que F : V — W é inversivel e a inversa

F~1: W — V ¢é diferencidvel, ou seja, a aplicagao F' é um difeomorfismo (ver Figura 5).
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Figura 5 — Proposicao 5.1.2.
P fHa)nVv i

|

D
D

Fonte: Elaborado pela autora.

Segue que as fungoes coordenadas © = u, y = ve z = g(u,v,t), com (u,v,t) € W de
F~! sao diferenciaveis. Em particular, z = g(u,v,a) = n(z,y) é uma fungao diferencidvel

definida na projegao de V' sobre o plano xy. Como
F(fYa)nV)=Wn{(uv,t);t=a},

concluimos que o grafico de m é f~'(a) N V. Pela Proposigao 5.1.1, f~'(a) NV é uma
vizinhanga coordenada de p. Consequentemente, todo p € f~1(a) pode ser coberto por

uma vizinhanga coordenada, e podemos concluir que f~'(a) é uma superficie regular. [
2 2 L2

Exemplo 5.1.3. O elipséide — + v + — =1 € uma superficie regular.
c

a b2

De fato, definindo uma funcao diferencidvel

I'2 y2 Z2
f(x7yaz):¥+_+§_17

2x 2
podemos notar que 0 ¢ um valor regular de f, pois as derivadas parciais f, = —, f, = b_g
a

2z
e f. = — se anulam simultaneamente apenas no ponto (0,0,0), o qual ndo pertence a

f7H0).

Portanto, pela Proposigao 5.1.2, o elipséide dado por S = f~1(0) ¢ uma superficie

regular.
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Observacao 5.1.1. Note que, a ser valor reqular para F: U C R* — R diferencidvel,

nao € condig¢do necessdria para que S = F~1(a) seja superficie reqular.

Exemplo 5.1.4. (Superficies de Revolugao). Seja S C R? o conjunto obtido ao girarmos
uma curva regular plana C' em torno de um eixo plano que nao encontra esta curva.
Vamos considerar o plano xz como o plano da curva e o eixo Oz como o eixo de rotacao.
Tome

x=f(v),z=gW),a<v<b, f(v)>0,

uma parametrizacao para C' e denote por u o angulo de rotagao em torno do eixo Oz.

Assim, obtemos a seguinte aplicacao

o(u,v) = (f(v) cosu, f(v) sinu,g(v))

do conjunto aberto U = {(u,v) € R0 < u < 2m,a <v < b} em S (ver Figura 6).

Figura 6 — Uma Superficie de Revolucao.

z

FEixo de rotacao

(f (), 9(v))

Meridiano

Paralelo

Fonte: Elaborado pela autora.

Na sequéncia veremos que ¢ satisfaz as condigoes para uma parametrizagao na
definicao de uma superficie regular. Note que S pode ser inteiramente coberta por pa-
rametrizagoes similares. Desta forma segue que S é uma superficie regular, chamada
superficie de revolugao. Também temos que a curva C' é dita curva geratriz de S e o eixo
Oz é o eizo de rotagao de S. Os circulos descritos pelos pontos de C' sao chamados de

paralelos de S, e as varias posicoes de C sobre S sao os meridianos de S.
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Para mostrar que ¢ é uma parametrizagao de S precisamos verificar as condigoes

i), ii) e iii) da Defini¢ao 5.1.1:

i) ¢ é diferencidvel, pois suas fungoes coordenadas possuem derivadas parciais continuas

de todas a ordens em U;

ii) Primeiramente, vamos mostrar que ¢ é injetiva. De fato, como ( f(v),0, g(v)) é
uma parametrizacao de C, dados z e 2% +y? = ( f (v))2, podemos determinar v de

maneira Unica. Logo, ¢ ¢ injetiva.

Observamos que, novamente por ( f(v),0, g(v)) ser uma parametrizacao de C, v é
uma fungao continua de z e de /2 + 42, e consequentemente, uma fungao continua
de (z,y, 2).

1

Para provar que ¢~ é continua, resta mostrar que u é uma fungao continua de

(x,y,2). Como f(v) # 0 e seu # m, temos que

Lu LU U
w sin 5 2 sin 5 CcoS 5 €inu
tan— == U = U =
2 CoS — 2 cos — 1+ cosu
2
v vy
O O
1_|__$ f(v)+x f(v)""x
fO) i)
Y

Logo, temos que
u = 2 arctan 4.
T+ /2?2 +y?
Assim, se u # 7, u é uma func¢ao continua de (z,y,2). Isso mostra que =t ¢
continua.
iii) dy, € injetiva, Vg € U.
0
o= = (F'w)cosu, f/(v) sinu, g (v)). e,
v

} ¢ linearmente independente.
q

De fato, Z_LP = (= f(v)sinw, f(v) cosu,0),
y

dp Oy

ortanto, ¢ —, —
P {8u ov

Exemplo 5.1.5. Seja o(u) = (a + rcosu,0,rsinu), v € Re 0 < r < a, a curva que

descreve a circunferéncia contida no plano xz, centrada no ponto (a,0,0), de raio r. A
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rotacao de a em torno do eixo Oz gera a superficie de rotacao
o(u,v) = ((a+ rcosu)cosv, (a+rcosu)sinv, rsinu),

(u,v) € R% 0 < u < 27 e 0 < v < 27, que descreve o toro T (ver Figura 7). Assim, pelo

Exemplo 5.1.4 segue que o toro é uma superficie regular.

Figura 7 — Toro.

z

Fonte: Elaborado pela autora.

Note que, a Proposicao 5.1.2 e o Exemplo 5.1.4 sao “ferramentas” para a criacao

de Superficies Regulares.

Definicao 5.1.4. Uma superficie S C R? € coneza se quaisquer de dois de seus pontos

podem ser ligados por uma curva continua contida em S.

Note que os exemplos de superficies regulares que apresentamos até agora sao
conjuntos conexos de R3. Entretanto, na definicdo de superficie regular, nao fizemos
nenhuma restricao sobre a conexidade das superficies. Assim, o exemplo a seguir mostra

que superficies regulares dadas pela Proposicao 5.1.2 podem nao ser conexas.

Exemplo 5.1.6. O hiperboldide de duas folhas —2% —y?+2? = 1 é uma superficie regular.

De fato, definindo uma funcao diferenciavel
flayy,z) = —a® =y + 22 = 1,

podemos notar que 0 é um valor regular de f. Isso ocorre do fato das derivadas parciais
fo = —2z, f, = =2y e f, = 2z se anularem simultaneamente apenas no ponto (0,0,0), o

qual ndo pertence a f~1(0).
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Portanto, o hiperboldide de duas folhas dado por S = f~1(0) é uma superficie

regular (ver Figura 8).

Observe que a superficie S nao é conexa, ou seja, dados dois pontos em duas folhas

distintas (z > 0 e z < 0) ndo é possivel ligd-los por uma curva continua

a: R—R3
t— (z(t),y(t), 2(t))

tal que oo C S.

Figura 8 — Hiperboldide de duas folhas.

¥4

Fonte: Elaborado pela autora.

Observe que a Proposi¢ao 5.1.1 afirma que o grafico de uma funcao diferenciavel é
uma superficie regular. A Proposicao a seguir fornece uma reciproca local deste fato, isto

é, qualquer superficie regular é localmente o grafico de uma funcao diferenciavel.

Proposigao 5.1.3. Seja S C R?® uma superficie reqular e p € S. Entdo, existe uma
vizinhanca V' de p em S tal que V € o grdfico de uma func¢ao diferencidvel que tem uma

das sequintes formas: z = f(z,y), y = g(z,2), x = h(y, 2).

Demonstracdo. Seja ¢ : U C R? — S uma parametrizacao de S em p dada por

e(u,v) = (2(u,v),y(u,v), 2(y,v)), (uw,v) € U. Pela condicao iii) da Definicao 5.1.1,
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um dos determinantes Jacobianos

O,y) Oyz2) O(zx)
A(u,v)” IA(u,v)”  9I(u,v)’

nao se anula em ¢~ 1(p) = q.

o(x
Primeiramente, vamos supor que 8E ,y; (q) # 0, ¢ consideramos a aplicacao
U, v
Toyw : U C R* - R? onde m é a projecio w(x,y,2) = (z,y). Entao,
A(z,y)

(mo¢)(u,v) = (z(u,v),y(u,v)), e como o )(q) #+ 0 podemos aplicar o teorema da
U, v
fungao inversa para garantir a existéncia de vizinhancgas abertas V; de ¢ e V5 de (mop)(q)

tais que mo p : V) C U — Vo C R? seja um difeomorfismo (ver Figura 9).

Figura 9 — Proposicao 5.1.3.

I/ \\
SRA
' - p 20N
\ ~ = \I Y
\ I
A !
AN L /I
. v
x
Fonte: Elaborado pela autora.
Note que, ™ = V4 é bijetiva e tem uma inversa diferencidvel (mop)™! : V5 — V.
(V1)

Observe que , como ¢ é um homeomorfismo, V' é uma vizinhanca de p em S.

Agora, considerando a composicao da aplicagao
(mrop)™: VhbcR*=V,CU
(z,y) = (u(z,y),v(z,y))

temos que

f: Vo=V
(z,y) = o(u(z,y), v(z,y))
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¢é bijetiva, pois é composta de bijetivas, e

mo f(z,y) = mop(u(z,y)v(z,y))
= mop((mop) (z,y))
= (mrogp)o(mop) ' (x,y)

= (z,y),
ou seja, V' é grafico de uma funcao diferenciavel z = f(z,y).

Para os casos © = h(y, z) e y = g(z, z), a demonstragao é feita de maneira andloga

az= f(r,y). O

Proposicao 5.1.4. Seja p € S um ponto de wuma superficie reqular S e seja

0 : U CR? = p(U) C R® uma aplicagio com p € p(U) tal que as condigées i) e i) da

L ¢ continua.

Defini¢ao 5.1.1 sejam satisfeitas. Suponha que ¢ seja bijetiva. Entdo, @~
Demonstragio. Sejam ¢(u,v) = (z(u,v),y(u,v),z(u,v)), (u,v) € U e q € U. Pelas
condigbes 1) e iii) podemos supor, sem perda de generalidade, que 5y (q) # 0. Seja

O0(u,v)

7 : R — R? a projegao m(x,y,z) = (z,y). Pelo teorema da fungao inversa, temos

que existem vizinhancas (abertas) Vi de ¢ em U e V5 de (7 0 )(q) em R? tais que

mop:V, CU — Vo C R? é um difeomorfismo.

Agora, suponhamos que ¢ seja bijetiva. Entao, restrita a ¢(V7) C S, tem-se que

e l=(moyp)lom,

1

(ver Figura 9). Assim, ¢~ ' é continua, pois a composi¢do de aplica¢oes continuas é

continua. O

5.2 Mudanca de Parametros; Funcoes Diferenciaveis sobre Superficies

De acordo com a Defini¢ao 5.1.1, cada ponto p de uma superficie regular S per-
tence a uma vizinhanga coordenada. Entretanto, um ponto p de S pode pertencer a
varias vizinhancas coordenadas. Além disso, outros sistemas de coordenadas poderiam
ser escolhidos em uma vizinhanca de p. Assim, para que a definicao de superficie regular

faca sentido, é preciso que ela nao dependa do sistema de coordenadas escolhido. Isto
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é, quando um ponto pertence a duas vizinhangas coordenadas com parametros (u,v) e
(&,m), é possivel passar de um destes pares de coordenadas ao outro por meio de uma

aplicagao diferenciavel.

Desta forma, seja S uma superficie regular e p € S. Indicaremos por (¢, U) uma

parametrizacao de S em uma vizinhanga do ponto p, ou seja,
o:UCR*—> ScCR?
parametriza¢ao com p € p(U).

Na sequéncia veremos dois Lemas que serao utilizados na demonstracao da Pro-

posicao 5.2.1.

Lema 5.2.1. Seja S uma superficie reqular de R3. Dada uma parametrizagdao (p,U) de

S, seU" C U é um aberto, entao p(U") é também um aberto de S (ver Figura 10).

Figura 10 — Lema 5.2.1.

A 4 AP e 2 (V) e
/ ro 7 UH'y y
® /\/| ! /
A / | \ \\ _’ ¥ 4 /
- i / \\ -~ e P /
Pr So / | ~o _-" /
7z i ~ 1 - /
Pt S U N ! | /
N |
/ ’ s N 1 /
/ / U \ C | /
! 4 \ 1 ! e /
T + T T = 1= T==a
\ \\ / 1
\ / / Lo}
N /)
\ 4
\ \\\__,// // 0]
\\ //
\\\ "/

Fonte: Elaborado pela autora.

Demonstragao. Note que, da defini¢ao de parametrizacdo ¢(U) =V NS e V é um aberto

de R®. Seja V=V — (p(U) — ¢(U")). Entdo V é um aberto de R* e p(U") =V N S.

Portanto, segue da defini¢ao de aberto que ¢(U’) é um aberto de S. O
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Lema 5.2.2. Seja S uma superficie reqular de R3 e A C S um conjunto. Entdo, AN S
¢ aberto de S se, e somente se, " (A) € aberto em R?, onde ¢ é uma parametrizacio

qualquer de S

Demonstra¢ao. (=) Suponhamos A C S aberto de S. Neste caso, A = VNS, onde
V ¢ um aberto do R3. Entao, p '(A) = ¢ (V N S) C ¢ 1(V), onde ¢ é uma para-
metrizagao qualquer de S. Por outro lado, ¢ (V) C ¢ '(A) também ocorre, donde
0 1 (A) = o~ 1(V). Logo, como ¢ é um homeomorfismo ¢ : U C R? — R3, entdo a pré-
imagem de qualquer aberto de R?® por o é um aberto em R2. Logo, ¢ 1(A) é um aberto

de R2.

(<) Seja A C S tal que ¢ 1(A) é um aberto de R?, para toda parametrizacio ¢
de S. Dado p € A, como A C S e S é uma superficie regular, existe (y,, U,), p € ¢,(U,)
e V, aberto de R? tal que ¢,(U,) =V, N'S. Por hipétese, temos que, o, '(A) = U' C U, é
um aberto de R?. Logo, do Lema 5.2.1, ¢,(U’) C A é um aberto de S. Como p € ¢, (U’),
existe W, aberto de R? tal que ¢,(U’) = W, NS C A. Entdo, A = U(Wp NS) que é a
unido de abertos de S. Portanto, A é aberto de S. e O
Proposi¢ao 5.2.1. (Mudanga de Pardmetros). Seja S uma superficie reqular do R?, e
sejam ¢ : U C R? = S e : V C R? = S duas parametrizacoes de S. Suponha que
W= p(U)Np(V) # &. Entio, (W) etp= (W) sdo abertos de U eV, respectivamente,
e a aplicacao “mudanga” de coordenadas=rop : o 1 (W) — =1 (W) é um difeomorfismo
(ver Figura 11).
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Figura 11 — Mudanga de parametros.

Y lop

Fonte: Elaborado pela autora.

Demonstragdo. Decorre dos Lemas 5.2.1 ¢ 5.2.2 anteriores que ¢ (W) e (W) sdo
abertos de R%. Além disso, do fato de ¢ e 1 serem parametrizacoes de S, segue que 1) "Loyp
¢ uma bijecdo (composta de injetores é injetora e ela é obviamente sobrejetora). Assim,
basta mostrar que "' o e (' o)t sdo diferencidveis. Como (V"' o )™t = p o,

provando a diferenciabilidade de ¢~! o ¢ a outra ¢ anéloga.

Dado py € ¢ H(W) e seja go = (¥ 0 )(po). Temos g € v~ (W) C V. Como
YV CR? —» R?® é uma imersao, di),, : R? — R? é injetiva, entao det [di),,] # 0. Pondo
1/)(&, U) = (LE(U, U)a y(ua U)7 Z(U, U))a

.—% a_‘r_
ou Ov
dy Jy
Wa = |50 B0
0 0
_8u 8v_
. d(z,y) O,z Ny, 2) , -
¢ tal que 8(u,v)’ B, v) ou Du.v ¢ nao nulo.
Suponha que
am(q) 6m(q>
—(q) +(q
0(z,y) — det ou ov 20
e\ By By,
ou do v 4o
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Defina F : V C R* — R?, pondo F(u,v) = (2(u,v),y(u,v)), onde " (W) C V.
O(z,y)

Temos que dF,, : R? — R? e det|[dF,,] = 2(a.)
Inversa, existem abertos D C R? com ¢o € D e D' C R? com F(q) € D' tal que

8

# 0. Pelo teorema da Aplicagao

F : D c R — D c R? ¢ um difeomorfismo. Entao, F~! : D' — D e
(u,v) = F*(z(u,v),y(u,v)). Tome E = ¢ '((D)), temos que E é um aberto em
o 1 (W) (pelos Lemas 5.2.1 e 5.2.2) contendo py.

Agora, defina 7 : R* — R? onde 7(z,y,2) = (x,y), vamos mostrar que
(Y=t op)
E

=1 o ¢ é diferencidvel em E.

= (Flomo go)‘ e como F~!' 7 e ¢ sao funcoes diferencidveis, segue que
E

Temos que

W lop)| = (Flomog)| & @ op)(ny) = (F omop)w.y), ¥a.y) € E.

Como E = ¢~ (¢(D)), temos

(W op)| = (Flemog)| & @ op) (¢ (uw) = (F amow) (v (b(u,0))).

E

V(u,v) € D.

Mas,
W o) (¢! (U(u,0))) = (u,0)

(Fromop) (¢ (W) = (Fom)(p(u,)) = F~ o m(a(u,v),ylu o), 2(u,v))
= F ' (z(u,v),y(u,v)) = (u,v).

Portanto, (¢~ o gp)’ =(Flomo cp)’ . O
E E

Agora, definiremos uma aplicacao diferencidavel entre duas superficies regulares do

R3.

Definigao 5.2.1. Sejam S, e Sy superficies requlares do R® e considere uma aplicacdo
F : S, — Sy. Dizemos que F' € diferencidvel em p € Sy, se existem parametrizagoes (p,U)
de Sy comp € p(U), (¢,V) de Sy com F(p(U)) C (V) tal quey™'oFop : U C R* — R?
¢ diferencidvel em q = o' (p) (ver Figura 12).
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Figura 12 — Aplicagao entre superficies regulares.

Yy loFogp

Fonte: Elaborado pela autora.

Proposicao 5.2.2. Sejam Sy e Sy superficies requlares e F' : Sy — S diferencidvel em
p € Sy1. Entao, para qualquer par de parametrizacoes (o, U), (¢, V) em torno de p € Sy

e F(p) € Sy, respectivamente, com o(U) C ¥(V), temos que a aplicag¢ao
YpoFop:UcCR?—=R?

¢ diferencidvel em q = ¢~ (p).

Demonstracao. Como F' : S§1 — Sy é diferenciavel em p € Sy, existem parametrizagoes

(0, Us), (Yo, Vh) em torno de p € Sy e F(p) € S, respectivamente, com ¢o(Up) C 1o(Vp)

tal que,
¢610F0¢0:U0CR2—>R2

é diferencidvel em q = ¢, (p).

Dados (¢,U), (¢, V) quaisquer, satisfazendo as condi¢bes dadas na hipétese rela-

tivas a p, note que,
i) glow:U CcUcCR?— U, C R? é diferencidvel em ¢ € U, pela Proposicao 5.2.1;
i) Yyt o Fowy:UyCR?—VyC R?é diferencidvel em ¢ = o, (p) por hipétese;

iit) oy : Vo € Vo € R? = V C R? é diferencidvel em 1 (p), pela Proposicio
5.2.1.
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Assim, (¢ o)) o (gt o Fowg)o(pytop): U CR* =V CR?é diferencidvel
emgeUeq= ¢ 1(p), j4 que a composta de aplicagoes diferencidveis ¢ diferencidvel em

um aberto de R2. O

5.3 Plano Tangente; Diferencial de uma Aplicagao

Agora, mostraremos que a condigao iii) da Definigdo 5.1.1 garante que, em uma
superficie regular S, para cada p € S, o conjunto de vetores tangente as curvas parame-

trizadas de S, passando por p, constituem um plano.

Definicao 5.3.1. Sejam S uma superficie regular e p € S. Ao conjunto
T,S = {d/(0); o : (—e,e) = S € diferencidvel com a(0) = p}

damos o nome de plano tangente a S em p.

Proposi¢ao 5.3.1. Seja S uma superficie reqular do R e seja p € S. Dada
o : U C R? - S uma parametrizacio de S e seja ¢ = ¢ *(p). O subespago vetorial
de dimensdo 2, satisfaz

T,S = dp,(R?) C R?

Demonstragao. Dado v € T,S, temos que v = «'(0) para alguma o : (—e,e) = S
diferencidvel, com a(0) = p. Diminua ¢ se necessério, de tal forma que a(—e¢,e) C p(U).
Seja B(t) = (¢t o a)(t). Entao, a(t) = (po B)(t). Logo,

o/(0) = S (5(0) = doyo)(81(0)) = dioy (3'0)).

t=0

= dop (6'(1))

’t:O

Assim, pondo u = ('(0), temos que v = dp,(u). Portanto, T,S C dp,(R?) (ver
Figura 13).

Por outro lado, dado v € dp,(R?). Entdo, v = dp,(w), w € R% Seja
B : (—e,e) - U C R? dada por B(t) = q + tw. Temos que $(0) = q e f(t) = w,
Vt € (—¢,¢), entao ('(0) = w.

Seja v : (—¢e,¢e) — S, diminuindo € caso necessério, dada por

alt) = p(B(t) = alt) = (g + tw).



Entao,

o'(0) = 2o (B(1)

= dpgw (B'(t))

= dipg0)(8'(0))

t=0 t=0

= d/(0) = dp,(w) = v.

Portanto, v € T,S e dyp,(R?*) C T,S.

Figura 13 — Proposic¢ao 5.3.1.

0
plano tangente T,S ¢é gerado por —¢(q)

o)

Fonte: Elaborado pela autora.

dp 4
5. (@) € 5-(a), onde g =7 (p).

v=d(0) = (oo B)H]_ = To(ult)v)]
= P20g) - (0) + 22q) 0 (0) = dp(10).

92

O

Proposicao 5.3.2. Seja (p,U) uma parametrizacao de S na vizinhanga de p. Entdo, o

Demonstragao. Dado v € T,S, v = o/(0), onde o : (—¢,¢) — S e a(0) = p. Sem perda
de generalidade, suponhamos ¢ tal que a(—¢,¢) C ¢(U). Ponha 5(t) = (¢~ o a). Note
que, B(t) = (u(t),v(t)), ¢ = ¢~} (p) = B(0) e a(t) = (¢ o B)(t). Entdo,

O

Definigao 5.3.2. Sejam S, e Sy superficies requlares do R3 e seja F : S; — Sy dife-
rencidvel. Dado p € Sy, a deriwada de F' em p € a aplicagio dF, : T,S1 — Ty, Sz dada
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d
por dF,(v) = E(F o a)(t) Y onde a: (—g,e) — Sy € qualquer curva diferencidvel com

a(0) =p e d(0) =w.
Proposicao 5.3.3. A aplicacao dF, da Definicao 5.3.2 anterior estd bem definida e €

linear.

Demonstracao. Para esta demonstragao iremos considerar duas parametrizagoes. Seja
(p,U) uma parametrizagdo de Sy na vizinhanca de p. Dado v € 7,51, v = &/(0), onde
a: (—ee) = S; e ald) =p. Sejam = (Foa): (—ee) — Sye (¥,V) uma pa-
rametrizagdo de S, na vizinhanga de F(p). Sem perda de generalidade, suponhamos

F(p(U)) C ¢(V). Conforme podemos ver na Figura 14.

Figura 14 — Boa definicao da aplicacao entre planos tangentes de superficies regulares.

2(p
|
) 7 p ,
Y Yy
0 Y [9)

ST T TR~ ATTTTE S~
’ S / ™
1 — N R
\ \ \ G v
) q \ \ q \

\ T “ . u
\U ! o T !

\ . -

. :

Fonte: Elaborado pela autora.

Primeiramente, mostraremos que dF), é linear. Deste modo, sem perda de ge-
neralidade, suponhamos a(—¢,e) C @(U). Agora, seja 71 : (—¢,) — U C R? onde
() = (7' o a)(t). Temos que v(t) = (u(t),v(t)), entdo a(t) = (¢ o 1)(t)
e a(t) = p(u(t),v(t)).

Assim, pondo ¢ = ¢~ !(p), temos

d

v=a(0) = Zo(ult) v(1)) e

t=0  Ou

@00+ Eg) w0, 63

onde v (t) = («/(0),v/(0)).

Agora, seja Yo(t) : (—e,) = V C R? onde v2(t) = (¢~ o 8)(t). Podemos escrever
Y2(t) = (a(t),o(t)). Entdo, pondo ¢ = 12(0) = ¢~ (F(p)), temos B(t) = (¢ o 12)(t) e
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=P =@ w0+ @) 70), (5.3.2)

Portanto, das equagoes 5.3.1 ¢ 5.3.2, podemos escrever

ik, (G200 w0) + @) -0 ) = S2@ - 0 + G @ -0

ou seja, dF), ¢ linear.

Agora, mostraremos que a aplicacdo dF), estda bem definida. Considere a aplicagao
g:UCR? -V CR? dada por g = ("' o F o). Como F é diferencidvel, entdo g

também ¢ diferencidvel. Temos, em ¢ = ¢~ *(p) que dg, : R* — R?. Note que,

(gom)(t) = (v o Fopom)(t) = (" o F)(a(t)) = &7 (B(1)) = (1)

Assim, para 7(0), tem-se

oo (4(0) = S5 00

=20

= (u'(0),7(0)).

t=0

observe que dg, nao depende das parametrizacoes ¢ e ¢. Ou seja,

dgq (w/'(0),2'(0)) = (@'(0).7(0)),

o qual de Anadlise no R" sabemos que estd bem definido e nao depende das parametrizacgoes

tomadas.

Assim,
dgy(u'(0),0'(0)) = (@(0),9'(0)) = [dF,(v)],

donde da equacgao 5.3.2, segue que nao depende da escolha de a.

Portanto, dF}, estd bem definida e é linear. Note que nao depende de «. O

Defini¢ao 5.3.3. Seja S uma superficie reqular do R3 e p € S. Um wvetor normal a S
em p € um vetor N(p) € R* tal que N(p) L T,S.

Observacao 5.3.1. Seja (p,U) wma parametrizacao de S na vizinhanca p. FEntao,

0 0
como {a—(p(q), a—(p(q)} ¢ linearmente independente e o plano tangente 1T,S € gerado por
u v
ou"" Ov " Ou ov

%@ x )= 22 < P

{&p( ) 8—SO( )} Deste modo 8—90( ) X 8SO( ) € ortogonal a T,S, bem como
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Fixada uma parametrizacao, ¢ : U C R? — S em p € S, podemos definir a escolha

de um vetor unitdrio normal em cada ponto ¢ € p(U), pela seguinte regra

aﬁ(Q) a—@(@

X
N(p) — ou Jv )
50 % 5200)

5.4 Primeira forma Fundamental; Area

Nesta secao comegaremos o estudo de outras estruturas geométricas associadas a
uma superficie, tais como, comprimento de curvas, angulo entre vetores tangentes e area

de regioes da superficie.

Definicao 5.4.1. Seja S uma superficie reqular. Dado p € S a aplicagao I, : T,S — R
dada por

Iy(v) = (v,v), = [v[* > 0

¢ denominada a primeira forma quadrdtica de S em p. Onde (v,v), € o produto interno

usual do R3.

Assim, a primeira forma fundamental é a expressao de como a superficie S herda
o produto interno natural do R3. Geometricamente, a primeira forma fundamental nos
viabiliza fazer medidas sobre a superficie, sem fazer mencao ao espaco ambiente R?, onde

esta a superficie.

Agora, vamos expressar a primeira forma fundamental na base {a—(p, a_go}’ que

u Ov
denotaremos por {p,,,}, associada a uma parametrizacao (¢,U) na vizinhanga de
p. Como um vetor tangente w € 7,5 é o vetor tangente a uma curva parametrizada

a(t) = o(u(t),v(t)), t € (—e,e), com p = a(0) = ¢(ug, vy), obtemos

L) = (o0),00),

= (it + @0, p ' + o',

= (@uu/7 ‘Puul>p + <S0uu,> ‘Pv")/>p + <90vv,> Wuu/>p + <90vv,> SDU'U/>p
2

= {0u, Pu)p(U)? + 2{Pu, )V + (Py, 00)p (V')
= E)* +2Fuv + G(v)?,
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onde os valores das funcgoes envolvidas sao calculados em ¢ = 0, e
E(ug,v0) = (Pus Pu)p;
Fug,v0) = (Pu; u)p,
G(uo,v0) = (@u; Po)ps
sdo os coeficientes da primeira forma fundamental na base {¢y,¢,} de T),S. Fazendo

p variar na vizinhanca coordenada correspondente a o(u,v), obtemos fungoes E(u,v),

F(u,v), G(u,v), que sao diferencidveis nessa vizinhanca.

A partir de agora, vamos omitir o indice p na indicacao de produto interno ( , ),

e na forma quadratica I,, quando for claro pelo contexto a que ponto nos referimos.

Na sequéncia, veremos alguns exemplos que de alguma forma podemos analisar a

aplicabilidade da primeira forma fundamental.

Exemplo 5.4.1. Seja P C R3 um plano passando por pg = (¢, %o, 20) € contendo os

vetores ortonormais w; = (ay, as, az), we = (by, be, bs), ou seja, P é descrito por
o(u,v) = po + uw; + vwy, (u,v) € R%

Temos que p, = wy e ¢, = we. Como w; e ws sa0 ortonormais, ou seja, sao vetores
unitarios ortogonais, temos que os coeficientes da primeira forma fundamental sao dados
por

E = (pu, pu) = (w1, w1) =1,
F = <(;0U799v> = <w17w2> = OJ
G = <90U790v> = <'LU2,U)2> = 1.

Portanto, a primeira forma fundamental é essencialmente o teorema de Pitagoras,
isto é, o quadrado do comprimento de um vetor w, com coordenadas a, b na base {¢y, ¢, },
é igual a a? + b%.

Exemplo 5.4.2. Seja p(u,v) = (cosu,sinu,v), com (u,v) € R? e 0 < u < 2,

—00 < v < 00, uma parametrizagao para o cilindro reto C' = {(a:, y,2) € R% a2 49% = 1}.

Para calcular a primeira forma fundamental, notamos que ¢, = (— sinu, cos u, 0)
e v, = (0,0,1), entao
E = (pu; pu) = sinu + cos®u = 1,
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F = (pu,ps) =0,

G = (v, pv) = 1.

Agora, conhecendo a primeira forma fundamental, podemos estudar questoes métricas

sobre uma superficie regular, como mencionamos anteriormente.

Numa superficie regular S, o comprimento de arco de uma curva se expressa in-
teiramente por meio da primeira forma fundamental. Dada uma curva parametrizada

a: 1 CR— S, para quaisquer a,b € I, tem-se
b b b
I(a) = / o (8)dt = / @ 0.0 () aqdt = / o (a(0))dt.

Para justificar tal fato, vamos considerar (p,U) uma parametrizacdo de S na vi-

zinhanca de p € S. Sejam as curvas a : I C R — S, diferenciavel, com «(0) = p,

a(l) C o(U) e B(t) = (u(t),v(t)), onde B = ¢~ (). Entao, a(t) = p(u(t),v(t)), dai
A (t) = puu (t) + 0 (t).
Logo,

(& (1), 0/ (1)) = (pur 0u) [ ()] + 2(pus po)td (V' (E) + (pu, 00) [V (8)] ™.

Assim, pondo

E(u,v) = {@u(u,v), pu(u,v))

p(uv)’

F(uvv) = <¢U(u7v)7§0v(uav)>¥,(u7v)v

G(u,v) = (@u(u,v), 0u(u,v))

()’

temos

(a(8), 0/ (1), = B[/ ()] +2F (6 () + G/ (1)] .

Portanto,

o) = / VEW®) + 26 (1) + Glo/(t) .

Seja S uma superficie regular. Dadas duas curvas parametrizadas regulares

a:1—Sep:I— S tais que a(0) = 5(0) = p. O angulo 0 entre as curvas « e 5 em p,
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¢ o angulo entre os vetores o/(0) e 3'(0). Por sua vez, (/(0), 8'(0)) = [o/(0)||8'(0)| cos 6,
entao

0 = arccos

(’(0), 5'(0))
|o(0)|[8/(0)]

Em particular, o dangulo w das curvas coordenadas de uma parametrizagao ¢(u,v)

Uy v F
cosw = (cp, 14 > =

[oulleo] V0w u) - V(P 00
r Ia

V(s eu) - (v, 00) B VEG’

decorre da equagao (5.4.1) que as curvas coordenadas de uma parametrizacao sao ortogo-

(5.4.1)

nais se, e somente se, F'(u,v) = 0, para todo (u,v). Uma tal parametrizagdo é chamada

uma parametrizacao ortogonal.

Exemplo 5.4.3. Vamos determinar os coeficientes da primeira forma fundamental do

toro T' na parametrizacao o(u,v) = ((2 + cosv) cosu, (2 + cosv) sinu, sinv).
Temos que
¢u = ((— sinu(2 + cosv), cosu(2 + cosv),0),

¢o = (—sinvcosu, —sinvsinu, cosv).

Entao,
E = (¢, pu) = sin® u(2 + cosv)® + cos? u(2 + cos v)? = (2 + cos v)?,

F = (py, ¢,) = sinusinv cos u(2 + cosv) — sinusinv cos u(2 + cosv) = 0,

2

G = (pu, py) = sin® v cos® u + sin® v sin® u + cos® v = 1.

Na sequéncia, vamos definir a nocao de area de uma regiao limitada de uma su-

perficie regular S, usando a primeira forma fundamental.

Definigao 5.4.2. Um dominio (reqular) de S é um subconjunto aberto e conexo de S, cuja
fronteira é a imagem de um circulo por um homeomorfismo diferencidvel que € reqular (ou
seja, a sua diferencial nao se anula) exceto em um nimero finito de pontos. Uma regiGo
de S € a unido de um dominio com a sua fronteira. Uma regidgo de S C R? é limitada se

estd contida em alguma bola de R3.
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Definicao 5.4.3. Seja R C S uma regiao limitada de uma superficie reqular S, contida

em uma vizinhanca coordenada de uma parametrizacio ¢ : U C R? — S C R3. O mimero

// lpu X @p| dudv = A(R),
Q

onde Q = ¢~ (R), é chamado drea de R.

positivo

Podemos escrever a area de R usando os coeficientes da primeira forma fundamen-

tal. Convém notar que

| Pu X o = [ullpy|sind (5.4.2)

<S0u,; §01J> = |(Pu,| |801;| cos 6. (543)

Das equagoes (5.4.2) e (5.4.3), temos
2 * cos® 6

lou X @ul? + (Pur ) = leul?|@u]? sin® 0 + |ou |00

= |<Pu|2‘90v|2(8in2 0 + cos? 0)
= |<pu|2|901;|2,

assim, o integrando de A(R) pode ser escrito como

’@u X 9011’2 = |90u|2|90v‘2 - <90u>90v>2
|90u X 90v| = \/|90u|2|90v|2 - <9OU799U>2
|90u X @] = \/<‘F7u790u> (P, o) — <90u790v>2

low X 0| = VEG— F2.

Portanto,

A(R) = // VEG — F? dudv.
Q

Exemplo 5.4.4. Vamos calcular a area do toro, considerando a vizinhanga coordenada

correspondente a parametrizagao

o(u,v) = ((a+rcosu)cosv, (a4 rcosu)sinv, rsinu),
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onde 0 < u < 27 e 0 < v < 2w, que cobre o toro, exceto por um meridiano e um paralelo.

Note que

Py = (—rsinucosv,—Tsinusinv,rcosu)

¢y = (= sinv(a+ rcosu),cosv(a+ rcosu),0).

Entao, os coeficientes da primeira forma fundamental sao
E = (@, p,) = r*sin® ucos® v + 2 sin® usin® v + r* cos® u = r?,
F = (@u, pv) = rsinucosvsinv(a + rcosu) — rsinusinvcosv(a + rcosu) =0,

G = (i, y) = sin®v(a + rcosu)® + cos* v(a + rcosu)® = (a + rcosu)?.

Logo,

VEG — F2 = \/r2(a+ rcosu)? = r(a + rcosu).
Agora, considerando a regiao R., dada pela imagem por ¢ da regiao ). dada por
(e > 0 e pequeno),

Q. ={(u,v) ER}0+e<u<2m—¢6,0+e<v<2r—c}

Assim, obtemos

A(R.) — //r(a +rcos u) dudv

Q
2m—e 2m—e
= / / (ra + r* cosu) du dv
0+e O+

2m—¢ 2m—¢
= / [/ (ra + 7% cosu) du| dv
0+4¢ 0+

— /27r8 [7?(sin(2m — ) —sine) + 2mwra — 2eral dv
= ((;—1:51(271' —¢) —sine) (r’(2r — ) — r’) + ra(2m — 2¢) (21 — € —¢€),

ou seja,
A(R.) = r*(2m — 2¢)(sin(27 — &) — sine) + ra(2m — 2¢)*. (5.4.4)

Fazendo € — 0 na equagao (5.4.4), obtemos que a area do toro é dada por

A(T) = lim A(R.) = 4r*ra.

e—0
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Exemplo 5.4.5. Vamos calcular a area da esfera unitaria
5?2 = {(z,y,2) € R%a? + y? + 22 = 1}, considerando a vizinhanca coordenada cor-

respondente a parametrizagao
00, w) = ( sin 0 cos w, sin 0 sin w, cos 9) ;
onde 0 < 0 <mel<w< 2w, que cobre a esfera exceto por um meridiano e o equador.

Note que,

g = (cos B cosw, cosf sinw, —sin )

¢, = (—sinwsin b, sin O cosw, 0).
Logo,

E = (g, ) = cos®f cos* w + cos? Osin® w + sin* 0 = 1,

F = {pg,,) = —cos B coswsinwsin 6 + cos f cosw sinwsin 6 = 0,

G = {Qu, ) = sin® wsin? § + sin? § cos® w = sin? 6.

Logo,

VEG — F2 = \/sin? # = sin 6.

Agora, vamos considerar a regiao R., conforme feito no exemplo 5.4.4; dada pela

imagem ¢ da regiao (). dada por (¢ > 0 e pequeno),

Q- ={(0,w);0+e<O<7—e0+ec<w<2r—e}

Entao,

A(R.) = // sin 0 df du

Q
2w —e T—E
_ / / (sin6) df dw
O0+¢ 0+¢

2m—e T—e
= / [ — cos 9] dw
0 0+e¢

+e
2m—¢
= / (cose — cos(m —€)) dw
O+e
2m—¢

= [w cose — wcos(m — 5)] ,
O+e
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logo,
A(R.) = (2m —¢g) cose — (2 — €) cos(m — €) — ecose + € cos(m — ¢). (5.4.5)
Fazendo € — 0 na equagao (5.4.5), obtemos que a édrea da esfera unitaria é dada

por

A(S?) = lim A(R,) = 4.

e—0

Exemplo 5.4.6. A drea A de uma regiao limitada R da superficie z = f(z,y) é

A= [[ i e+
Q

onde @) é a projecao ortogonal de R sobre o plano xy.

Considerando a parametrizacdo o(z,y) = (z,y, f(z,y)), (z,y) € R?, temos que
9033 = (1a0>faﬂ) € Spy = (07 17fy)'

Assim, os coeficientes da primeira fundamental sao

F = <90:r:7§0y> - fmfy’

G = <90y790y> = 1+f5-

Desta forma, a area de R é dada por

A = / VEG — F?dx dy

Q
- // \/(1+f£)(1+fy2)—(fxfy)dedy
Q

N //\/1+f5+f3+f3f5—f§f5dxdy

Q
= // L+ f2+ f2dxdy.
Q
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6 CONSIDERACOES FINAIS

Por meio deste estudo, acredita-se que respondemos a questao norteadora da pes-
quisa “Como utilizar conceitos relacionados a uma Superficie Regular S C R3, em um
ponto p € S, para calcular comprimento de curvas, angulo entre vetores e areas entre
regioes?”. Como ferramenta para responder o problema, utilizou-se a primeira forma

fundamental.

Desta forma, a partir da primeira forma fundamental, pode-se estudar tais questoes
métricas sobre a superficie, sem fazer referéncia ao espaco ambiente R®. Conhecendo
os cocficientes da primeira forma fundamental, consegue-se resolver de outra mancira
questoes que envolvem o comprimento de arco de uma curva, o angulo entre vetores

tangentes e a area de uma regiao limitada de uma superficie S.

O desenvolvimento deste trabalho foi de grande importancia, visto que no curso
nao hé a oferta da disciplina de Geometria Diferencial. Nesse sentido, foi um grande
desafio e contribuiu muito para minha formacao académica. O conteudo trabalhado nao
se esgotou com essa pesquisa, futuramente, almeja-se estudar orientacao de superficies,

segunda forma fundamental, simbolos de Christoffel ¢ o Teorema Egregium de Gauss.
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