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RESUMO

Neste trabalho de conclusdo do curso de Licenciatura em Matematica apresenta-se uma
proposta de ensino de Analise Combinatdria através da resolucdo de problemas. O objetivo da
proposta é ajudar professores que atuam no ensino medio a trabalharem o contetido de anélise
combinatéria de forma que os alunos consigam elaborar estratégias de resolucdo usando o
principio fundamental da contagem, desvencilhando-se das formulas de agrupamento (arranjo,
permutacdo e combinagdo), visto que, € provavel que o aluno ndo recorde das formulas e em
nenhum vestibular/prova/concurso elas serdo disponibilizadas. A metodologia utilizada nas
propostas de ensino de analise combinatoria esta apoiada na teoria de resolucéo de problemas
definida por George Polya (1995) e autores que desenvolveram trabalhos baseados em suas
definicBes. Além disso, sugerimos uma solugdo para alguns problemas encontrados nas
provas do ENEM e da OBMEP envolvendo o conteddo, utilizando apenas o principio
fundamental da contagem. Para elaborar este trabalho foram realizadas pesquisas
bibliograficas sobre a tematica resolucdo de problemas no ensino da matematica e, também,
sobre o ensino de analise combinatdria no ensino médio.

Palavras chave: Anélise Combinatoria; Resolucdo de Problemas; Principio Fundamental da
Contagem; Ensino de Matematica.



ABSTRACT

This work of concludes the Mathematics Degree course is intended to present a teaching
proposal of Combinatorial Analysis through problem solving. The purpose of the proposal is
to help high school teachers to work on the content of combinatorial analysis the helping
students can devise resolution strategies using the fundamental principle of counting, moving
away from grouping formulas (arrangement, permutation and combination), for it likely that
the student will not remember the formulas and in any college entrance exam / test / contest
they will be not made available. The methodology used in the combinatorial analysis teaching
proposals is supported by the problem solving theory defined by George Polya (1995) and
authors who develop works based on their definitions. In addition, we suggest a solution to
some problems encountered in ENEM and OBMEP tests involving content, using only the
fundamental principle of counting. To elaborate this work were carried out bibliographical
researches on the problem solving in the teaching of mathematics and also on the teaching of
combinatorial analysis in high school.

Key words: Combinatorial Analysis; Resolution of Problem; Fundamental Principle of
Counting; Math Teaching.



SUMARIO

1 INTRODUGAQ ....oooooseeesteeesseesssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssessssssssssessssessssesssssssnes 7
2 FUNDAMENTAGAO TEORICA .oorrrrsersvsrsessssssses s 9
2.1 RESOLUCOES DE PROBLEMAS ...oooomseeseessesssssesssssssssssssssssssssssssssssessssssssssssssssesssesson 9
2.1.1 A Teoria de ResolUGE0 de ProbIEMAS .....cnrecesisssessssssssssssssssssssssessssssssssssesssssssnes 9
2.1.1.1Consideracdes Sobre os Conceitos de Exercicio e Problema ........coeererissnen. 9
2.1.1.2 Caracteristicas de um BOmM ProbIEMa ........esessssssssssssssssssssssssssses 12
2.1.1.3 Como ReSOIVEr Um ProBIEMA .......ceeeesereceessssssesseessssssssssssessssssssesssssssssssssssssssssssnns 14

2.1.2 A Resolucéo de Problemas no ENSiN0 de MatemALtiCa ..........eereeeeeeeseesseseesssseseens 17

2.2 A ANALISE COMBINATORIA ..ottt 23
2.2.1 O Ensino de ANalise COMBDINATOTIA ...uuuuuerrerrreseesssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssses 23
2.2.2 A Anélise Combinatdria N0 ENSINO MEAIO .vveceveeeemmnssnsssessssssesssssssssssssssssssssssssssssssssens 26
2.2.2.1 Principio Fundamental da CONTAJEM ........errerereeeesesssssssssssssssssssessssssssssssssssesees 26
2.2.2.2 PEITNULAGAD ....ooereveeessesssssssssssssesssssssssssssssssssssssssssss s ssssssssssssssssssssss s sessssssssssssssssssssssssssssssssses 30
2.2.2.3 Permutagéo com Elementos REPELIAOS .......cccwwmmmmmmmmmeessessssssssssssmssssssssssssssssssesses 31
2.2.2.4 PerMUIAGCAOD CITCUIAL ...oovurereeeeeessssssssssssssesssesessssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssses 34
2.2.2.5 ATTANJO .ooveuuususseeeeeeeeesesssssssssssssssesses e ssssssssssssssssss s RR RS R RS RS 35
2.2.2.6 COMDINAGAD ...oorrrrveereesessssssssssessesssessssssssssssssssesss s ssssssssssssssssss s ss s sssssssses 37

3 PROPOSTAS DE ATIVIDADES NO ENSINO DE ANALISE COMBINATORIA ... 40

4 PROBLEMAS ENVOLVENDO ANALISE COMBINATORIA EM PROVAS DO
ENEM E DA OBIMERP ...oooeeetesetesssissessessssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssss s ssssssssssssssssssssssssssssssssssssssesees 53

CONSIDERAGOES FINALS ..oooooeoeeseeseesseseesssessssssesssesssssssssssssesssessssssessssssesssessesssessesssesens 63
REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS ...ooooooeeeeveeeeeeeeeeoeeeveeeseseesessssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssseees 64



1 INTRODUCAO

Existem, atualmente, inUmeras teorias e estratégias de ensino e aprendizagem da
matematica. Dentre elas, destaca-se integralmente neste trabalho a metodologia de ensino por
meio da Resolucdo de Problemas para uma proposta de ensino de Anélise Combinatoria, que
tem como objetivo apresentar os conhecimentos de contagem através da resolucdo de
problemas e mostrar que € possivel trabalhar com problemas de contagem sem uso de
formulas, apenas utilizando raciocinio combinatdério construido a partir do Principio
Fundamental da Contagem. Além disso, objetiva-se auxiliar aqueles professores de
matematica que ndo possuem tanto dominio do tema para que consigam inspirado neste,
elaborar suas proprias estratégias de abordar o contetdo.

Durante o curso de Licenciatura em Matematica foram estudadas diversas tendéncias
para 0 ensino de matematica, sendo que a resolucdo de problemas foi a que mais gerou
questionamentos, pois fazia assimilacdo a uma didatica completamente diferente e, ao realizar
breves estudos, foi possivel perceber que esta metodologia é muito mais relevante do que, a
principio, parecia ser. A partir disso surgiu um interesse maior em explorar e desenvolver
alguma atividade de ensino baseada nesta metodologia.

Além disso, durante o curso tive participacdo em um projeto chamado “OBMEP na
Escola: uma preparacdo para as olimpiadas de matematica”, no qual eram realizados
encontros semanais que contavam com a participacdo de alunos do préprio IFRS e também
alunos de escolas da regiao.

Nesses encontros eram resolvidas questdes cobradas em provas anteriores da
Olimpiada Brasileira de Matematica das Escolas Publica (OBMEP), sendo utilizada a
metodologia de resolucdo de problemas. Houve muitos momentos em que 0s conteldos
abordados nas questfes ainda ndo haviam sido estudados pelos alunos e mesmo com esse
déficit, a metodologia de ensino desenvolvida mostrou-se eficaz, pois possibilitou o ensino e a
aprendizagem dos contetdos e técnicas de resolucdo. Durante a minha participacdo neste
projeto apresentei dois trabalhos no formato de comunicagdo oral, a respeito do tema, em
eventos proporcionados pelo IFRS, nos quais surgiram novos gquestionamentos, ocasionando
um interesse ainda maior pela tematica.

Baseando-se nas experiéncias obtidas durante o projeto, percebeu-se a importancia de
pesquisar e refletir a respeito dessa metodologia de ensino, visto que “o aluno deve ser capaz
ndo sO de repetir ou refazer, mas também de resinificar em novas situacfes, de adaptar, de

transferir seus conhecimentos para resolver novos problemas.” (PARRA, et al. 1996, p. 38).



A escolha de apresentar os estudos de Andlise Combinatdria se deu por conta de
minhas experiéncias no estagio supervisionado ao ensino de matemética, com uma turma de
3° ano do ensino medio, na qual toda préatica de estagio foi baseada no ensino deste contetdo.
Como quando fui aluna no ensino médio, foi bastante confuso o uso das férmulas nos
problemas de contagem, resolvi aprofundar meus conhecimentos sobre o contetido e percebi
que todos os problemas de contagem ndo necessitam de férmulas para serem resolvidos,
sendo necessario apenas raciocinio légico e o uso do principio fundamental da contagem. E
iSSO me motivou a produzir uma proposta para o0s professores que também se encontram em
situacGes como a que me encontrei.

Portanto, este trabalho compd@e-se de uma pesquisa bibliografica a respeito da tematica
Resolucdo de Problemas, que tem por objetivo desmistificar eventuais equivocos e
especulacbes a respeito do tema como: as consideracdes sobre a diferenca de exercicio e
problema; caracteristicas de um bom problema, como resolver um problema, a resolugéo de
problemas e o ensino da matematica e os objetivos da resolugédo de problemas.

Para elaboracao deste trabalho também foram realizadas pesquisas a respeito do ensino
da analise combinatoria e a analise combinatoria no ensino médio, no qual é apresentado o
contetdo de analise combinatdria a partir do principio fundamental da contagem e por meio
da resolucdo de problemas. Igualmente, um dos objetivos é apresentar uma proposta diferente
para o ensino de andlise combinatéria, tendo como ferramenta principal o principio
fundamental da contagem. As deduc¢6es das férmulas de agrupamento (arranjo, permutacéo e
combinacdo) desenvolvidas na apresentacdo do conteudo de andlise combinatéria também
fazem parte da proposta de ensino.

Além disso, sdo apresentados alguns problemas das provas do ENEM e da OBMEP,
que envolvem anélise combinatdria. Visto que essas provas fazem parte da trajetoria escolar
dos alunos e seus problemas sdo considerados de nivel dificil, foi sugerida uma solucéo para

cada problema por meio do principio fundamental da contagem.



2 FUNDAMENTAGAO TEORICA

Este capitulo tem por objetivo tratar sobre a metodologia de resolucéo de problemas e
sobre a Andlise Combinatdria e seu ensino no Ensino Médio. No desenvolvimento deste
teremos como referencial a teoria de resolugéo de problemas desenvolvida por George Polya
(1995), e alguns trabalhos baseados nesta teoria produzidos por autores, como Dante (1996),
Pozo (1998), Smole e Diniz (2001). Também foram utilizados os autores lezzi (2007), Lima
(2016), Dante (2009), para discorrer sobre o tema analise combinatoria. Para fundamentar o
ensino de Andlise Combinatoria foi realizada uma pesquisa nos Pardmetros Curriculares
Nacionais - Terceiro e quarto ciclos do ensino fundamental (PCN), Pardmetros Curriculares
Nacionais - Ensino Médio (PCNEM), Orientagdes Educacionais Complementares aos
Parametros Curriculares Nacionais - Ensino Médio (PCN+) e Base Nacional Comum
Curricular (BNCC).

2.1 RESOLUCOES DE PROBLEMAS

2.1.1 A Teoria De Resolucéo De Problemas

Quando se trata do ensino de matematica, logo se pensa em resolver problemas
matematicos. No entanto, muito se confunde problema com exercicio. Portanto, para

prosseguir, sao necessarias algumas consideracfes em relacdo a exercicio e problema.

2.1.1.1 Consideraces sobre os Conceitos de Exercicio e Problema

Ao pesquisar a expressédo exercicio em dicionarios de lingua portuguesa, encontra-se a
seguinte definicdo: “ato de exercer ou exercitar, uso, pratica.” No ensino de Matematica, ndo
é diferente, serve para o aluno exercitar, praticar, repetir um algoritmo ja conhecido para
aperfeicoar ou desenvolver uma competéncia. E quando, o aluno ja possui conhecimento
sobre 0 processo de resolucdo e vai apenas aplica-lo para resolver o exercicio dado, lendo o
exercicio, retirando as informag6es fornecidas e exercitando suas habilidades ao utilizar um

algoritmo ja conhecido.
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“As longas listas de somas, subtragdes, multiplica¢des e divisdes que constavam dos
“cadernos de problemas” que completamos durante nossa Educag@o Primaria sdo um
claro exemplo do que é um exercicio matematico. Mas um exercicio nao é s6 a
repeticdo das operacdes matematicas mais basicas, seja de forma oral ou de forma
escrita, mas também pode ser um outro tipo de tarefa na qual o aluno ndo precisa
tomar nenhuma decisdo sobre os procedimentos que deve usar para chegar a
solucdo.” (POZO, 1998. p 48)

Um exercicio pode, muito facilmente, ser confundido com um problema matematico e

até ser proposto como um. Segundo Smole e Diniz (2001, p. 99) esses “problemas”

“[...] sdo na verdade simples exercicios de aplicacdo ou de fixacdo de técnicas ou
regras. Na maioria das vezes, percebe-se neles a auséncia de um contexto
significativo para o aluno e de uma linguagem condizente com a utilizada em seu
dia-a-dia. Tais problemas aparecem sempre depois da apresentagcdo de um contetdo,
e ¢ exatamente este conteudo que deve ser aplicado na resolugdo dos problemas.”

As caracteristicas basicas de um exercicio ou problema convencional, como Smole e

Diniz (2001, p. 89) o denominam, sdo:

“texto em forma de frases, diagramas ou paragrafos curtos; os problemas vém
sempre ap0s a apresentacdo de um determinado contelido; todos os dados de que 0
resolvedor necessita aparecem explicitamente no texto e, em geral, ha ordem em que
devem ser utilizados nos célculos; os problemas podem ser resolvidos pela aplicacdo
direta de um ou mais algoritmos; a tarefa basica na resolucdo é identificar que
operacOes sdo apropriadas para mostrar a solucdo e transformar as informagdes do
problema em linguagem matematica; a solugdo numericamente correta é um ponto
fundamental, sempre existe e é Ginica.”

Um exercicio pode ser ou ndo contextualizado e, quando bem elaborado pode se tornar
um problema ndo convencional para o aluno, isso depende muito de como e quando o
professor ira propor ele em sala de aula. Em muitos casos, 0s exercicios estdo dispostos em
uma lista de atividades, na qual os alunos ja dispdem das formulas e algoritmos para resolvé-
los. Trata-se de um treinamento, de algo que se repete por muitas vezes. O préprio nome,
exercicio, ja nos remete a essa defini¢do. Enfim, “ndo serdo as tarefas em si, mas a forma de
prop0-las aos alunos e os objetivos fixados que definirdo uma situagdo como um problema ou

apenas como mais um simples e insignificante exercicio.” (POZO, 1998. p. 42)

“E preciso reconhecer que, ao apresentar, por exemplo, vérios problemas de adigéo,
logo apds o estudo dessa operacdo, estamos fazendo exercicios de aplicacdo para
fixar a ideia de adicdo e o algoritmo da adicdo. N&o estamos apresentando
problemas-processo, pois o algoritmo a ser usado ja é conhecido. Por isso, ndo ha
desenvolvimento de estratégias nem pesquisa e exploragdo. Basta simplesmente
aplicar o algoritmo estudado anteriormente” (DANTE, 1996. p 59).
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Ainda assim, é possivel explorar esses problemas convencionais na perspectiva da
metodologia de resolucdo de problemas. Para isso deve-se manipulé-los de forma a propiciar
um processo de investigacao.

Para Pozo (1998, p. 16), um problema se distingue de um exercicio conforme
dispomos e utilizamos mecanismos que levem a solugdo de forma instantanea ou ndo. “E
possivel que uma mesma situacdo represente um problema para uma pessoa enquanto que
para outra esse problema ndo existe.” Um problema pode ser tratado como um exercicio
devido a varios fatores, seja por falta de interesse pela situacdo exposta no problema, seja
porque o aluno j& possui mecanismos suficientes para resolvé-lo e assim ndo necessita criar
uma estratégia de resolucdo tornando uma simples aplicacdo de um processo ja conhecido.
Por outro lado, um exercicio pode ser visto como um problema quando o aluno é motivado
pelo interesse no contexto abordado na atividade, por ndo ter um algoritmo pronto para
resolvé-lo e assim precisa elaborar um plano de acéo para entdo determinar a solugdo. Assim,
“interpretar a informacdo contida num grafico ou isolar uma incégnita numa equacéo
matematica pode representar um problema, um exercicio, ou nenhuma das duas coisas, para
alunos com diferentes conhecimentos e atitudes”.

Considera-se um problema matematico toda atividade que propicie uma investigacéo
onde € possivel realizar alguma descoberta, mesmo que ndo seja possivel solucionar
completamente a situacdo proposta. Tais problemas podem ser explorados a partir de
atividade planejada, pesquisa de informac6es, resolucdo de problemas ndo convencionais ou

até mesmo os convencionais, desde que estes estimulem um processo investigativo.

“Uma investigagdo matematica desenvolve-se em torno de um ou mais problemas.
Pode mesmo se dizer que o primeiro grande passo de qualquer investigacdo é
identificar claramente o problema a resolver. [...] Quando trabalhamos num
problema, o nosso objetivo é naturalmente resolvé-lo. No entanto, para resolver o
problema proposto, podemos fazer outras descobertas que, em alguns casos, se
revelam tdo ou mais importantes que a solucdo do problema original. Outras vezes,
ndo conseguindo resolver o problema, o trabalho ndo deixa de valer a pena pelas
descobertas imprevistas que proporciona.” (PONTE, 2016, p. 16-17)

Para Dante (1996, p. 43), um problema “¢ a descrigdo de uma situagdo onde se procura
algo desconhecido e ndo se tem previamente nenhum algoritmo que garanta sua solugdo.”
Além disso, considera que, na resolucdo de um problema, o aluno tenha que dispor de

criatividade e iniciativa, associada ao conhecimento de algumas estratégias.
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2.1.1.2 Caracteristicas de um Bom Problema

Os tipos de problemas sdo os mais variados. Ha aqueles em que a tarefa solicitada esta
evidente e o aluno, ao aplicar de imediato um conceito, uma férmula ou um algoritmo,
encontra a sua solucdo. Em outros, a tarefa é apresentada de maneira clara no enunciado,
porém exige do aluno um grau maior de interpretacdo, visto que este devera adaptar antes de
aplicar um conceito ou procedimento ja conhecido. Ha, ainda, problemas onde o0s processos
para chegar ao resultado ndo estdo nitidos. Nesse tipo de problema o estudante deve
identificar os conceitos envolvidos e desenvolver uma estratégia em busca da solugéo.
Problemas desse tipo fazem com que os alunos mobilizem seus conhecimentos e habilidades
prévias, analisando modelos existentes e ja conhecidos, com o intuito de construir um novo
método que gere respostas adequadas. (BNCC, versao final, 2017, p. 535)

A seguir estdo enumeradas e comentadas as caracteristica de um bom problema, de
acordo com Dante (1996):

1. “Ser desafiador para o aluno.” (DANTE, 1996. p.46)

Em geral, os problemas apresentados aos alunos sdo do tipo “problema-padrao”, onde
ndo ha um estimulo para soluciona-lo. E necessario que o problema desafie o educando e
aguce sua curiosidade motivando-o a pensar em uma estratégia de encontrar o resultado.

2. “Ser real para o aluno.” (DANTE, 1996. p 46)

Os problemas devem conter dados reais. E interessante que o contexto do problema
faca parte do dia a dia do estudante. Além disso, ndo faz sentido para o aluno, por exemplo,
resolver um problema em que os valores numéricos apresentados ndo tenham conexdo com a

realidade. Conforme o PCN+

“Na resolucdo de problemas, o tratamento de situacdes complexas e diversificadas
oferece ao aluno a oportunidade de pensar por si mesmo, construir estratégias de
resolucdo e argumentacdes, relacionar diferentes conhecimentos e, enfim, perseverar

na busca da solucdo. E, para isso, os desafios devem ser reais e fazer sentido.” (PCN
+, 2006, p. 113).

Segundo a Base Nacional Comum Curricular, é importante, tanto na formulagdo como
na resolucdo de problemas, contemplar contextos diversos. Durante a vida escolar os alunos
devem desenvolver habilidades que servirdo para resolver problemas que enfrentardo ao longo

de suas vidas. Nesse sentido:
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“[...] os problemas cotidianos t€ém papel fundamental na escola para o aprendizado e
a aplicacdo de conceitos matematicos, considerando que o cotidiano nao se refere
apenas as atividades do dia a dia dos estudantes, mas também as questdes da

comunidade mais ampla e do mundo do trabalho.” (BNCC, versao final, 2017, p.
535)

Desta forma, entende-se ser importante que ao elaborar ou escolher as situacGes
problemas que serdo propostas aos estudantes, o professor considere e escolha aqueles que
tenham sentido real para eles.

3. “Ser interessante para o aluno.” (DANTE, 1996, p.46)

Selecionar os problemas adequados a faixa etaria dos alunos é imprescindivel para se
obter éxito no envolvimento deles, pois, por exemplo, problemas que envolvam atividades
financeiras sdo interessantes para adultos, porém, dependendo do contexto, ndo sdo do
interesse de criancas. Por conseguinte, a motivacdo, um dos fatores mais importantes para o
envolvimento do aluno com a situacdo problema, s6 sera alcancada se o problema abordar um
tema interessante para o mesmo. De acordo com Dante “essa motivagdo ¢ interior e natural
quando os dados e as perguntas do problema fazem parte do dia-a-dia do aluno (esporte,
televisdao, masica popular etc.)”.

4. “Ser o elemento desconhecido de um problema realmente desconhecido.” (DANTE,
1996. p. 47)

E interessante que a incognita que o problema procura seja algo que realmente nio se
conhece e que ndo ha como conhecé-la apenas perguntando a alguém. De acordo com Dante,
um problema onde se busca encontrar a idade de uma pessoa, ndo € um problema realmente
desconhecido, visto que para descobrir tal idade, basta perguntar a ela, “pois, na realidade, a
idade de qualquer pessoa ja esta determinada” (DANTE, 1996, p. 47).

5. “Nao consistir na aplicacdo evidente e direta de uma ou mais operagdes
aritméticas.” (DANTE, 1996, p. 47).

O problema ndo pode ser resolvido de forma direta com o uso de um algoritmo ja
conhecido e utilizado pelo aluno em outras situagbes. Um bom problema gera no aluno
pensamentos de como modelar a situagdo de acordo com seu objetivo de encontrar a solucéo.
A partir de muitos processos de pensamento, o aluno verifica as hipdteses que lhe
proporcionam criar estratégias de solucao.

6. “Ter um nivel adequado de dificuldade.” (DANTE, 1996. p. 47)

E muito importante tomar cuidado com o grau de dificuldade do problema a ser
abordado. Considere que o problema deve ser desafiador, porém proposto a alunos capazes de

resolvé-lo de acordo com o nivel de escolaridade. Propor problemas com nivel elevado de
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dificuldade em relacdo a série em que os alunos se encontram, pode causar nesses “frustragdes
e desanimos irreversiveis, traumatizando-os ndo s6 em relagdo a resolugdo de problemas, mas
também em rela¢do a Matematica como um todo” (DANTE, 1996. p. 47). Por outro lado, se o
nivel de dificuldade for abaixo do razoavel para determinada série/ano, o problema deixa de
ser desafiador e passa a atuar como um mero exercicio.

De posse das principais caracteristicas que devem fazer parte de um bom problema, a

proxima etapa sera analisar os métodos para a sua resolucéo.

2.1.1.3 Como Resolver um Problema

Ao resolver um problema, é preciso enfrentar alguns passos para chegar ao resultado
desejado. George Polya (1995) defende que o primeiro passo da resolu¢do de um problema é
compreendé-lo e que, ao todo, sdo quatro importantes passos para encontrar a solucdo de um
problema.

1° Passo: Compreendendo o problema

Nesse passo, a sugestdo é responder uma série de perguntas para compreender o
problema. Sao exemplos de perguntas que podem ser feitas e respondidas: “O que o problema
esta procurando, ou seja, qual € a incognita?”, “Quais sdo os dados fornecidos pelo problema,
hipéteses?”, “Quais as condi¢des e restrigdes do problema?”, “E possivel satisfazer as
condi¢des impostas?”, “As informagdes sdo suficientes para resolver o problema? Ou s&o
insuficientes? Ou redundantes? Ou contraditorias?”.

Este primeiro passo determinado por George Polya estd em conformidade com as Orientagdes
Educacionais Complementares aos Parametros Curriculares Nacionais onde uma das

estratégias para enfrentamento de situa¢6es-problema é

“Identificar os dados relevantes em uma dada situagdo problema para buscar
possiveis resolugdes; por exemplo, em situagdes com uma diversidade de dados
apresentados por meio de tabelas, graficos, especificacdes técnicas, reconhecer as

informagoes relevantes para uma dada questdo que se busca resolver.” (PCN +. p
115)

O primeiro passo, para resolver um problema matematico, ndo consiste em retirar
dados numéricos do enunciado, joga-los em formulas ou algoritmos e realizar inimeros
calculos, trata-se de compreender o problema, entender o que ele estd pedindo, qual ¢é a

incdgnita? Para isso devem-se analisar quais sdo 0s dados fornecidos pelo problema e se esses
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sdo suficientes e necessarios (POLYA, 1995). No entanto, compreender o problema néo
significa apenas compreender a linguagem, palavras e simbolos pelos quais ele é apresentado,
mas, além disso, se colocar em posicdo e assumir uma postura ativa desse problema
apresentando uma disposicao para buscar a solucao (POZO, 1996).

Além de compreender o problema o aluno deve desejar resolvé-lo e cabe ao professor
instigar esse desejo. Para tanto, o problema deve ser muito bem escolhido, ndo sendo nem
muito dificil e nem muito facil conforme ja mencionado nas caracteristicas de um bom
problema, de forma que o aluno sinta-se confiante para resolvé-lo. Além disso, deve se

dedicar um certo tempo para a sua apresentacao.

2° Passo: Estabelecer um plano de acéo

Estabelecer um plano de agdo, ou seja, uma ideia para solucionar o problema, é a
principal etapa para obter o éxito na sua resolucdo. Esta ideia pode surgir aos poucos, porém,
também pode acontecer de uma ideia brilhante aparecer ap6s um periodo de muitas dividas e
algumas ideias ineficazes. O professor deve orientar seus alunos a analisar como os dados do
problema estdo relacionados, encontrando uma conexdo entre as informagdes fornecidas e a
incégnita. Neste momento, é importante que o professor lembre-se das suas experiéncias,
dificuldades e sucessos que encontrou na resolugdo de problemas.

Se o aluno tem pouco ou nenhum conhecimento sobre o assunto relativo ao problema
ficara dificil de ele encontrar uma boa ideia para resolvé-lo, visto que as ideias surgem
baseadas em experiéncias adquiridas ao longo de sua vida académica. Desta forma, o
professor poderd provocar seus alunos com algumas perguntas levando-os a considerar
problemas auxiliares quando nao for possivel encontrar uma solucdo imediata.

Os seguintes questionamentos e sugestdes sdo importantes: “J4 viu esse problema
antes? Ou ja viu o mesmo problema apresentado de uma forma diferente?”, “Considere a
incégnita. Procure lembrar-se de um problema ja visto que apresente a mesma incégnita ou
uma incognita semelhante”. Se o aluno encontrou um problema anélogo, o professor deve
questionar se € valido e possivel utilizad-lo para criar uma estratégia. O estudante tera um
plano de acdo quando, de modo geral, souber quais os calculos, ou os desenhos, ou tabelas
gue precisa executar para obter a incognita.

Em conformidade com o exposto acima, as Orientacbes Educacionais
Complementares, sugerem como estratégia para a resolucdo de problemas, identificar as

informagdes ou varidveis relevantes e elaborar possiveis estratégias para resolucao:
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“Identificar as relagdes envolvidas e elaborar possiveis estratégias para enfrentar
uma dada situacdo-problema; por exemplo, para obter uma dada distancia, saber
optar por medi-la diretamente, utilizar uma planta em escala, usar semelhanca de
figuras, fazer uso de propriedades trigonométricas ou utilizar um sistema de eixos
cartesianos e abordar o problema através da geometria analitica.” (PCN +, 2006, p.

115)

Para isto, € muito importante que o aluno faca um vinculo com problemas ja
resolvidos, verificando se ja Ihe fora proposto um exercicio semelhante, que a incdgnita seja a
mesma ou similar. A partir deste, é possivel elaborar um plano de ac¢do ligando os dados
fornecidos com a incognita desejada. Além do mais, o professor deve fazer esse meio de
campo, caso perceba que o aluno ainda ndo tem um plano de acdo, continuando com
questionamentos e sugestdes pertinentes como, por exemplo, conceder discretamente uma
“ideia luminosa” (POLYA, 1995. p.7).

3° Passo: Execucdo do plano de acéo

Se o plano de acgdo ja foi elaborado é hora de partir para a execucdo deste. Para isto
precisa-se de muita paciéncia, pois o plano de acdo apenas Ihe proporciona um roteiro geral.
Durante esse processo, 0 aluno deve estar atento a cada detalhe evitando deixar algum passo
importante para tras no qual possa se esconder um erro. Se o plano de acdo pré estabelecido
for muito bem elaborado, o professor pode ficar tranquilo, contudo deve instigar seus alunos a
revisar sempre cada passo. Se o estudante recebeu o plano de fora e o aceitou por influéncia
do professor, corre o risco de esquecer seu plano, visto que ndo foi ele préprio que o preparou
(POLYA, 1995).

4° Passo: Retrospecto

E comum acontecer, at¢ mesmo com alunos dedicados, que ao chegar ao resultado
final do problema, encerra-se aquele pensamento e parte-se para 0 préximo assunto. No
entanto, o Ultimo passo definido por Polya aponta que ao fazer isso, o aluno esta deixando de
lado uma fase importante e instrutiva do trabalho de resolucdo. Se um retrospecto completo da
resolucdo for reconsiderado, reexaminando o processo pelo qual foi preciso passar para
chegar ateé o resultado final, é possivel consolidar seu conhecimento e aperfeicoamento para
resolucdo de problemas. Um bom professor deve compreender e transmitir a seus alunos que
nenhum problema fica completamente esgotado. Para tanto, é necessario que sejam feitos 0s
seguintes questionamentos: é possivel verificar o resultado? Usou todos os dados? E possivel
chegar ao resultado por um caminho diferente? E possivel utilizar o0 método ou resultado na
resolucdo de um problema semelhante? Sobre esse processo de aquisi¢cdo de conhecimento,

Dante discorre:
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“Devemos motivar as criangas a reverem o seu raciocinio, descrevendo-o, a
pensarem como poderiam ter resolvido de outra maneira o problema, a testarem a
solucdo encontrada, a generalizarem os resultados e a criarem novos problemas a
partir daquele resolvido.” (DANTE, 1996, p. 60)

Nesta Ultima etapa, repassando todo o problema, o aluno ird rever como pensou
inicialmente, como direcionou sua estratégia de resolucdo, como efetuou os célculos, em
suma, todo o caminho percorrido para chegar a solucdo. Esse processo cuidadoso € um
importante exercicio de aprendizagem e serve também para localizar e corrigir possiveis
equivocos (DANTE, 1996).

E nesse retrospecto que os alunos desenvolvem a competéncia da comunicagéo, pois
0s estudantes precisam apresentar e justificar seus resultados, interpretando os seus e também
os resultados dos colegas, interagindo com eles. Neste momento os alunos sdo instigados a
justificar suas conclusdes transpondo os simbolos matematicos e conectivos ldgicos para a
lingua materna, se fazendo entender para os demais colegas, ao realizar apresentacao oral de
seus resultados ou elaborando relatorio ou registro dos passos realizados.

2.1.2 A RESOLUCAO DE PROBLEMAS NO ENSINO DE MATEMATICA

A medida que vamos nos englobando no que se chama uma sociedade da informacéo
gradativamente integralizada, é relevante que a Educacdo se direcione para 0s
desenvolvimentos das capacidades de comunicagdo, de resolver problemas, de tomar
decisOes, de fazer inferéncias, de criar, de aperfeicoar conhecimentos e valores, de trabalhar
cooperativamente (PCNEM, 1998).

Educadores matematicos sugerem que a resolucdo de problemas deve ser o ponto de
partida para as atividades matematicas, visto que o conhecimento matematico fica
significativo quando os alunos sdo desafiados a criar estratégias para encontrar o resultado.
No entanto, os problemas s&o utilizados, tdo somente, como forma de aplicagédo de
conhecimentos e para a pratica de algoritmos ou processos de resolucdo aprendidos
anteriormente, ou seja, para a reproducédo de procedimentos, conforme relatam os Parametros

Curriculares Nacionais:

A pratica mais frequente consiste em ensinar um conceito, procedimento ou técnica
e depois apresentar um problema para avaliar se 0s alunos sdo capazes de empregar
0 que lhes foi ensinado. Para a grande maioria dos alunos, resolver um problema
significa fazer calculos com os ndmeros do enunciado ou aplicar algo que
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aprenderam nas aulas. Desse modo, o que o professor explora na atividade
matematica ndo € mais a atividade, ela mesma, mas seus resultados, definicGes,
técnicas e demonstracfes. (PCN, 1998, p. 39).

Como resultado, o saber matematico é, para o aluno, um “interminavel discurso
simbolico, abstrato e incompreensivel”. Diante disso, “a concepg¢ao de ensino e aprendizagem
subjacente ¢ a de que o aluno aprende por reproducdo/imitagao” (PCN, 1998. p 40).

No ensino de Matematica, os problemas devem ser propostos com a intencédo de gerar
questionamentos, proporcionando aos alunos mobilizar conhecimentos, analisar as
informacdes, desenvolver estratégias desconhecidas, enfim, inquietar o aluno retirando-o da
zona de conforto criada pela repeticdo de procedimentos pré fixados. Dessa forma, o professor
oportuniza o aluno a “ampliar seus conhecimentos acerca dos conceitos € procedimentos
matematicos bem como de ampliar a visao que tém dos problemas, da Matematica, do mundo
em geral e desenvolver sua autoconfianga” (PCN, 1998, p 40).

Além disso, a importancia de utilizar a metodologia de resolucdo de problemas no
processo de aprendizagem da matematica pode também ser verificada nas Orientacfes
Educacionais Complementares aos Parametros Curriculares Nacionais do Ensino Médio, no
qual a resolucdo de problemas esta definida como peca central para o ensino de Matematica,

visto que

“o pensar e o fazer se mobilizam e se desenvolvem quando o individuo esta
engajado ativamente no enfrentamento de desafios. Essa competéncia ndo se
desenvolve quando propomos apenas exercicios de aplicagdo dos conceitos e
técnicas matematicos, pois, neste caso, 0 que estd em acdo é uma simples
transposicdo analdgica: o aluno busca na memoria um exercicio semelhante e
desenvolve passos andlogos aos daquela situagdo, o que ndo garante que seja capaz
de utilizar seus conhecimentos em situagdes diferentes ou mais complexas.” (PCN +,
p 112)

E importante observar que a funcdo do professor deve ser de orientador. Ele deve
sugerir o caminho a ser tomado, porém sempre por meio de questionamentos que levem o
aluno a compreensdo completa sobre o problema. E do estudante o dever de resolver o
problema, desta forma ele constroi sua linha de raciocinio e adquire experiéncia e, passa a
confiar que estd preparado para solucionar os proximos problemas que surgirem, isto &,
desenvolve a capacidade de resolver problemas sozinho, confiando em si mesmo.

Os PCNs definem alguns principios para a resolucdo de problemas como eixo
organizador no processo de ensino e aprendizagem de Matematica que serdo citados e

comentados a seguir.
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“A situagdo-problema é o ponto de partida da atividade matemética e ndo a
definicdo. No processo de ensino e aprendizagem, conceitos, idéias e métodos
matematicos devem ser abordados mediante a exploracdo de problemas, ou seja, de
situacdes em que os alunos precisem desenvolver algum tipo de estratégia para
resolvé-las.” (PCN, 1998. p 40)

Em outras palavras, este principio sugere que, antes de o professor abordar as
definigdes e formulas relativas a um determinado conteido matematico, ele deve apresentar e
explorar um problema a partir do qual os alunos sejam capazes de desenvolver um
pensamento e uma estratégia de resolucdo. Deste modo, os conceitos relativos ao conteudo

matematico que o professor pretende ensinar, surgirdo naturalmente.

“O problema certamente ndo ¢ um exercicio em que o aluno aplica, de forma quase
mecanica, uma férmula ou um processo operatdrio. S6 ha problema se o aluno for
levado a interpretar o enunciado da questdo que lhe é posta e a estruturar a situacéo
que lhe ¢é apresentada.” (PCN, 1998, p. 40)

Conforme visto anteriormente, alguns exercicios podem ser confundidos com
problemas. Desta forma o professor deve tomar o cuidado de escolher problemas que nao
podem ser resolvidos de forma mecéanica, sem a necessidade de interpretacéo e reflexdo sobre

eles, ou em que o uso de formulas é predominante e a solugdo encontrada de imediato.

“Aproximagdes sucessivas de um conceito sdo construidas para resolver certo tipo
de problema; num outro momento, o aluno utiliza o que aprendeu para resolver
outros, o0 que exige transferéncias, retificagbes, rupturas, segundo um processo
analogo ao que se pode observar na Histéria da Matematica.” (PCN, 1998, p. 40)

O estudante deve fazer conexdes com problemas ja vistos e encontrar relacbes entre
suas solucdes, criando novas estratégias com base naquelas que foram utilizadas em

problemas anteriores.

“Um conceito matematico se constrdi articulado com outros conceitos, por meio de
uma serie de retificagdes e generalizagbes. Assim, pode-se afirmar que o aluno
constréi um campo de conceitos que toma sentido num campo de problemas, e nao
um conceito isolado em resposta a um problema particular.” (PCN, 1998, p. 40)

O principio acima corrobora com 0 quarto passo da teoria de resolucdo de problemas
desenvolvida por George Polya que tem como objetivo conscientizar o aluno que com o
estudo e aprofundamento € possivel melhorar uma resolucdo e aperfeicoar a compreenséo do

problema e conceitos envolvidos.
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“A resolucdo de problemas ndo ¢ uma atividade para ser desenvolvida em paralelo
ou como aplicacdo da aprendizagem, mas uma orientacdo para a aprendizagem, pois
proporciona o contexto em que se pode apreender conceitos, procedimentos e
atitudes matematicas.” (PCN, 1998,. p. 40)

Uma das finalidades da metodologia de resolucdo de problemas € consolidar o
conhecimento do aluno e ampliar sua capacidade de resolugdo permitindo um processo de
aprendizagem mais sélido.

Para que o ensino da matematica possa resultar em uma aprendizagem geral e
significativa para os alunos os objetivos estabelecidos pelos Parametros Curriculares

Nacionais sdo:

1. “compreender os conceitos, procedimentos e estratégias matematicas que
permitam a ele desenvolver estudos posteriores e adquirir uma formacéo
cientifica geral;

2. aplicar seus conhecimentos matematicos a situagdes diversas, utilizando-os na
interpretagdo da ciéncia, na atividade tecnoldgica e nas atividades cotidianas;

3. analisar e valorizar informacdes provenientes de diferentes fontes, utilizando
ferramentas matematicas para formar uma opinido prépria que lhe permita
expressar-se criticamente sobre problemas da Matematica, das outras areas do
conhecimento e da atualidade;

4. desenvolver as capacidades de raciocinio e resolugdo de problemas, de
comunicagdo, bem como o espirito critico e criativo;

5. utilizar com confianga procedimentos de resolugdo de problemas para
desenvolver a compreensdo dos conceitos matematicos;

6. expressar-se oral, escrita e graficamente em situacdes matematicas e valorizar a
precisdo da linguagem e as demonstragdes em Matematica;

7. estabelecer conexdes entre diferentes temas matematicos e entre esses temas e o
conhecimento de outras &reas do curriculo;

8. reconhecer representacfes equivalentes de um mesmo conceito, relacionando
procedimentos associados as diferentes representacoes;

9. promover a realizagdo pessoal mediante o sentimento de seguranga em relacéo
as suas capacidades matematicas, o desenvolvimento de atitudes de autonomia e
cooperacao.” (PCNEM, 1998. p. 42)

Ao elaborar um plano de aula qualquer, sdo estabelecidos os objetivos a serem
alcancados naquela aula, adota-se uma metodologia e € tracado um caminho para o
desenvolvimento da mesma. Uma atividade de ensino baseada na metodologia de resolugéo
de problemas, tendéncia em Educacdo Matematica, quando bem planejada, é capaz de atingir
0s objetivos enumerados acima, propostos pelos Parametros Curriculares Nacionais.

Luiz Roberto Dante, no primeiro capitulo de seu livro “Didatica da Resolugdo de
Problemas de Matematica”, trata dos objetivos da resolugao de problemas. A seguir serdo
elencados e comentados tais objetivos, relacionando-os com o0s objetivos listados
anteriormente pelo PCNEM (1998).
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“Fazer o aluno pensar produtivamente” (DANTE, 1996. p. 11) - De acordo com o0s
PCNs o pensar e o fazer mobilizam e desenvolvem quando o estudante esta envolvido em
solucionar desafios. Alcancando esse objetivo, ao utilizar a metodologia de resolucdo de
problemas, também serdo alcancados os objetivos “17, “3”, “4”, “7” ¢ “8” estabelecidos pelo
PCNEM (1998).

“Desenvolver o raciocinio do aluno” (DANTE, 1996. p.11) - Ao propor a metodologia
de resolucdo de problemas matematicos dentro da sala de aula o professor favorece o
desenvolvimento do raciocinio e o poder de interpretacdo do aluno, auxiliando-o na
convivéncia com o mundo. Este objetivo é equivalente aos objetivos “27, “4”, “57, “7” ¢ “8”
estabelecidos no PCNEM (1998).

“Ensinar o aluno a enfrentar situa¢des novas” (DANTE, 1996. p. 12) - E essencial
preparar o aluno para sua vida futura. Ensinar apenas conceitos e algoritmos que atualmente
séo relevantes parece ndo ser o caminho, visto que eles poderdo tornar-se antiquados daqui a
quinze ou vinte anos. Para preparar adequadamente o aluno, “¢ fundamental desenvolver nele
iniciativa, espirito explorador, criatividade e independéncia através da resolucdo de
problemas” (DANTE, 1996 p.12). Podemos observar que este atinge os objetivos “1”, “2” e
“9” definidos no PCNEM (1998).

“Dar ao aluno a oportunidade de se envolver com as aplicagdes da Matematica”
(DANTE, 1996. p. 13) - Usar os conceitos matematicos em situagdes reais, do cotidiano,
favorece o desenvolvimento de um pensar critico no aluno. N&o é suficiente realizar inimeros
calculos mecanicamente e sem um propdésito. A Matematica passa a fazer muito mais sentido
na vida do aluno quanto este soluciona um problema aplicado, por meio de estratégias e
calculos. Podemos observar que este atinge varios dos objetivos definidos pelos PCNEM
(1998).

“Tornar as aulas de Matematica mais interessantes e desafiadoras” (DANTE, 1996, p.
13) - Uma aula se torna mais dindmica e motivadora quando for baseada na resolucdo de
problemas, onde o professor tem o papel de incentivador e orientador e os alunos trabalham
ativamente na busca pela solucdo de um determinado problema. Este objetivo é equivalente
aos objetivos “27, “4” e “9”.

“Equipar o aluno com estratégias para resolver problemas” (DANTE, 1996, p. 14) - A
capacidade de raciocinio, a habilidade de interpretacdo, o sentimento de autoconfianca e
autonomia sdo desenvolvidos e aprimorados no aluno ao equipéa-lo com a competéncia de
criar um plano de agdo para resolver um amplo nimero de situagcdes problema. Podemos

observar que este atinge todos os objetivos listados por BRASIL (1998).
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“Dar uma boa base matematica as pessoas” (DANTE, 1996, p. 15) - Ao elaborar um
plano de aula de Matematica, deve-se ter em mente que um dos objetivos é alfabetizar
matematicamente os alunos. Um cidad&o que tem uma boa base matematica sabera solucionar
problemas que surgem no dia-a-dia, avaliando as possibilidades, criando estratégias de modo
inteligente, para entdo tomar a melhor decisdo. Ao incluir a resolugdo de problemas no
curriculo de Matematica elementar, estar-se-4 colaborando para o desenvolvimento desta
capacidade de enfrentar situacfes-problemas. Este objetivo ¢ relativo aos objetivos “2”, “3”,
“4” ¢ “9” definidos pelos PCNEM (1998).

Visto isto, pode-se considerar que a metodologia de resolucdo de problemas pode ser
uma forte aliada para atingir os objetivos estabelecidos pelos Pardmetros Curriculares
Nacionais para o ensino da matematica e, além disso, para atingir satisfatoriamente as
habilidades e competéncias que devem ser desenvolvidas em Matematica.

Ao ensinar a Matematica de forma contextualizada e relacionando-a com outros
conhecimentos, é possivel desenvolver no aluno competéncias e habilidades relativas a
compreensdo e interpretacdo de diversas situacdes, tornando-o capaz de analisar, avaliar,
argumentar e tomar suas proprias decisGes. Abaixo listam-se algumas das habilidades e

competéncias a serem desenvolvidas em Matemaética de acordo com o PCNEM (1998, p. 46):

“Identificar o problema (compreender enunciados, formular questdes etc).

Procurar, selecionar e interpretar informacdes relativas ao problema.

Formular hipoteses e prever resultados.

Selecionar estratégias de resolucdo de problemas

Interpretar e criticar resultados numa situagao concreta.

Distinguir e utilizar raciocinio dedutivos e indutivos.

Fazer e validar conjecturas, experimentando, recorrendo a modelos, eshogos,

fatos conhecidos, relacdes e propriedades.

Distinguir ideias e produzir argumentos convincentes.

Ler e interpretar textos de Matematica.

e Ler, interpretar e utilizar representacbes matematica (tabelas, gréficos,
expressoes etc).

e Transcrever mensagens matematica da linguagem corrente para linguagem
simbolica (equacdes, graficos, diagramas, formulas, tabelas etc) e vice-versa.

e Exprimir-se com correcdo e clareza, tanto na lingua materna, como linguagem
matematica, usando a terminologia correta.

e Produzir textos matematicos adequados.

e Utilizar adequadamente o0s recursos tecnoldégicos como instrumentos de
producéo e de comunicag&o.

e  Utilizar corretamente instrumentos de medicéo e de desenho.

e Desenvolver a capacidade de utilizar a Matematica na interpretacdo e
intervencdo real.

e Aplicar conhecimentos e métodos matematicos em situacOes reais, em especial

em outras areas do conhecimento.”

Conforme ja exposto, a utilizacdo da metodologia de resolucdo de problemas

desenvolve no educando muitas das habilidades e competéncias elencadas acima. N&o se tem
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0 proposito de afirmar que os exercicios e problemas convencionais devem ser deixados de
lado, visto que eles cumprem uma importante funcdo no aprendizado de técnicas e
propriedades. Apesar disso, as infinitas listas de exercicios de repeti¢do, sdo insuficientes no
preparo de um aluno para que este seja capaz de adquirir experiéncia e pensamento critico na
aplicacdo da Matemaética em situacdes reais, ou seja, sao insuficientes para formar um cidadao
ativo e participante, capaz de tomar decisdes rapidas e precisas.

“A resolu¢do de problemas ndo é uma atividade isolada para ser desenvolvida
separadamente das aulas regulares, mas deve ser parte integrante do curriculo e
cuidadosamente preparada para ser realizada de modo continuo e ativo ao longo do
ano letivo, usando as habilidades e os conceitos matematicos que estdo sendo
desenvolvidos. Ndo se aprende a resolver problemas de repente. E um processo
vagaroso e continuo, que exige planejamento.” (DANTE, 1996, p. 59)

Nesse sentido, a selecdo de temas e conteddos, assim como a forma de aborda-los em
sala de aula sdo decisivos, pois € preciso que se tome muito cuidado com a maneira que se
organiza as atividades e a forma como elas serdo abordadas. Caso o professor peque em
insistir em programas extensos, abordando contetdos sem sentido e desmembrados, no qual o
aluno apenas reproduz a sua transmissdo, as competéncias certamente ndo serdo
desenvolvidas.

A resolucdo de problemas é uma importante metodologia de ensino e pode ser muito
bem utilizada nos processos de contagem ao ensinar Analise Combinatoria. Existe uma gama
de tipos de problemas que podem ser abordados no ensino desta parte da Matematica e com
estes 0 estudante podera desenvolver a experimentacdo, a organizacdo de dados, a capacidade

de raciocinio, argumentacdo e comunicacao.

2.2 A ANALISE COMBINATORIA

2.2.1 O Ensino De Analise Combinatoria

O ensino de matematica no ensino médio propde que as habilidades e competéncias

desenvolvidas no ensino fundamental sejam exploradas para o desenvolvimento de novas

competéncias e habilidades. Nesse sentido, os conhecimentos especificos devem encorajar

“processos mais elaborados de reflexdo e de abstragdo”, que permitam os alunos formular e
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“resolver problemas nos diversos contextos com mais autonomia € recursos matematicos”
(BNCC, versao final, 2017, p. 529).

Segundo a Lei n° 9.394/96, que estabelece as diretrizes e bases da educacdo nacional e
que em sua secdo IV refere-se a etapa final da educacdo basica, o ensino médio tem como
finalidade: firmar e aprofundar os conhecimentos j& adquiridos até 0 momento, para que 0
aluno possa prosseguir em seus estudos futuros; preparar o estudante para o mundo do
trabalho e para cidadania; limar o educando como pessoa humana, proporcionando sua
formacéo ética e o desenvolvimento de autonomia intelectual e do pensamento critico.

E necessario que os estudantes do Ensino Médio desenvolvam habilidades e
competéncias relativas a processos investigativos, onde trabalnem com sua capacidade de
representar, argumentar, comunicar e elaborem estratégias para solucionar problemas
construindo modelos matematicos eficazes na solucao de outros problemas.

Nesse sentido, ensinar a contagem, permite “o desenvolvimento de uma nova forma de
pensar em Matematica denominada raciocinio combinatério.” (PCN+, p. 126) No ensino deste
conteddo o aluno pode ser colocado como protagonista nos problemas abordados, tomando
decisbes, organizando o pensamento e criando estratégias para decidir a forma mais adequada
de contar os possiveis casos de uma determinada situacao.

E um desafio, enfrentado pelos professores do Ensino Médio, o ensino de Anélise
Combinatdria. E possivel que essa dificuldade esteja relacionada & forma que o docente
aborda este conteudo, definindo os diferentes agrupamentos mais utilizados em problemas de
contagem, entregando ja no inicio os nomes, arranjo, permutacdo e combinacdo, e suas
férmulas.

Ao fazer isso, o professor leva o aluno a pensar que todo e qualquer problema de
Analise Combinatdria podera e devera ser resolvido com uso das formulas de agrupamento
que foram definidas em aula, e, a Unica tarefa que lhe resta para resolver um problema de
contagem, sera descobrir qual o tipo de agrupamento que o problema esta abordando e aplicar
a formula correspondente.

No entanto, a Analise Combinatdria oferece uma valiosa oportunidade para que o
professor utilize a metodologia de resolucdo de problemas. Além disso, os PCN+ sugerem que
a contagem “nao deve ser aprendida como uma lista de formulas, mas como um processo que
exige a constru¢ao de um modelo simplificado e explicativo da situagdo.” (PCN +, p. 126)

Ao resolver um problema de Analise Combinatoria, o aluno deve ser instigado a tomar
algumas atitudes e criar estratégias. O professor deve estimular o aluno a se colocar no papel

da pessoa que deve fazer a acdo solicitada pelo problema e verificar quais decisdes devem ser
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tomadas (LIMA, 2016, p. 86). Com isso, 0 aluno deixa de ser passivo e passa a Sser
protagonista na resolugéo do problema, e ainda torna mais claro as decisdes que deveréo ser
tomadas durante a resolucdo.

O professor deve orientar o aluno a “dividir as decisdes a serem tomadas em decisdes
mais simples” (LIMA, 2016, p. 86), sempre que possivel. Por exemplo, ao formar uma senha
numerica de quatro digitos, utilizando os dez algarismos, deve-se dividir as decisbes em:
decisdo um: escolher o primeiro digito; decisdo dois: escolher o segundo digito; deciséo trés
escolher o terceiro digito; quarta decisdo: escolher o quarto digito.

Outro fator importante ao resolver problemas de analise combinatoria é que nédo se
pode deixar de lado as decisdes consideradas dificeis. Segundo Lima (2016, p. 87), “pequenas
dificuldade adiadas costumam se transformar em imensas dificuldades. Se uma das decisdes a
serem tomadas for mais restrita que as demais, essa € a decisdo que deve ser tomada em
primeiro lugar”.

Os conteudos e habilidades propostos pelos PCN+ para o estudo de contagem sao:

“Contetdo: principio multiplicativo; problemas de contagem.

Habilidades: Decidir sobre a forma mais adequada de organizar os ndmeros e
informagdes com objetivo de simplificar calculos em situagdes reais envolvendo
grande quantidade de dados ou de eventos; Identificar regularidades para estabelecer
regras e propriedades em processos nos quais se fazem necessarios os processos de
contagem; ldentificar dados e relagBes envolvidas numa situacdo problema que
envolva raciocinio combinatéria, utilizando os processos de contagem.” (PCN+, p.
127)

Uma das habilidades definidas pela BNCC ¢ “Resolver e elaborar problemas de
contagem envolvendo agrupamentos, ordenados ou ndo, de elementos, por meio dos
principios multiplicativo e aditivo, recorrendo a estratégias diversas, como o diagrama de
arvore.” A utilizacdo do diagrama de arvore ¢ uma boa estratégia para encontrar a solucao de
problemas de anélise combinatdria iniciais, para deduzir o Principio Multiplicativo.

As formulas dos agrupamentos devem ser consequéncia do raciocinio combinatorio
desenvolvido por meio do Principio Fundamental da Contagem utilizado na resolucdo de
problemas. E importante deixar claro que as formulas tém a funcdo de simplificar calculos
qguando a quantidade de elementos a serem contados é muito grande, mas ndo substituem os

processos de pensamento para determinar a melhor estratégia de resolucéo.
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2.2.2 A Analise Combinatéria No Ensino Médio

A analise combinatoria é a parte da matematica que se designa a estudar os métodos e

técnicas que permitem resolver problemas que envolvem contagem (IEZZ1.2007, p. 370).

2.2.2.1 Principio Fundamental da Contagem

Para tratar do Principio Fundamental da Contagem (PFC), serdo considerados dois

problemas cléassicos que aparecem nos livros didaticos.

Problema 1: O cardapio do restaurante de uma cidade do interior oferece as seguintes opgdes:

Tabela 1: Cardépio do restaurante referente ao problema 1.

Saladas Pratos quentes Sobremesas
e Risoto
o Alface
AT e Lasanha e Torta
e Brocolis o :
e Feijoada e Pudim
e Cenoura
e Sopa

Fonte: Criado pelo préprio autor.

De quantas maneiras uma pessoa pode fazer sua refeicdo com uma salada, um prato
quente e uma sobremesa?

Para realizar essa contagem, podem-se descrever todos os casos utilizando um
diagrama de arvore (Figura 1).

Considerando A: Alface, B: Brdcolis, C: Cenoura, R: Risoto, L: Lasanha, F: Feijoada,
S: Sopa, T: Torta, P: Pudim, constrdi-se o diagrama de arvore, tendo na primeira coluna as
opcdes de salada, na segunda coluna as opgbes de pratos quentes e na terceira coluna as

possiveis sobremesas:
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Figura 1: Diagrama de arvores das possiveis decisdes a serem tomadas no problema 1.
<:\ TORTA
RISOTO
[ ___PUDIM
[ _TORTA
LASANHA )—<
[___PUDIM

\ TORTA
[ FEIJOADA )-<:
[ PUDIM
<:\ TORTA
SOPA
[ PUDIM

Fonte: Criado pelo préprio autor.

|
|
|
|
[ ALFACE

[ TORTA |

FEIJOADA <:
[ PUDIM |
[ TORTA |

SOPA <:
[ PUDIM |
[ TORTA |

RISOTO )—<
[ PUDIM |
[ TORTA |

LASANHA \<:
[ PUDIM |
[ TORTA |

FEIJOADA <
[ PUDIM |
[ TORTA |

SOPA )-<:
[ PUDIM |
L TORTA |

RISOTO <:
[ PUDIM |
\ TORTA |
[ LASANHA ><: SUBIM |
[ CENOURA |
|
|
|

Seguindo cada uma das flechas do diagrama, obtém-se todas as refei¢cbes possiveis:
ART, ARP, ALT, ALP, AFT, AFP, AST, ASP, BRT, BRP, BLT, BLP, BFT, BFP, BST, BSP,
CRT, CRP, CLT, CLP, CFT, CFP, CST, CSP.

Observe que ha trés maneiras diferentes para escolher uma salada, quatro modos para
escolher um prato quente e dois modos de escolher a sobremesa. Portanto o namero total de
possibilidades € 3 -4 -2. Ou seja, sdo 24 maneiras distintas de fazer uma refeicdo onde

configure uma opcdo de salada, um prato quente e uma sobremesa.

Problema 2: Uma moeda ndo viciada é lancada 3 vezes sucessivamente. Quantas séo
as possiveis sequéncias obtidas nesses lancamentos? E quais sdo essas sequéncias?

Para resolver esse caso considere as possibilidades em cada langamento, a saber, cara
ou coroa. De antemdo ja se pode realizar a contagem, no entanto, para descrever todos 0s

casos o diagrama de arvore facilitara a contagem e organizacao do pensamento.
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Considerando C para cara e K para coroa, tem-se o seguinte diagrama (Figura 2) onde a
primeira coluna sdo as possibilidades para o primeiro langamento, a segunda coluna as
possibilidades de cair cara ou coroa no segundo lancamento e a terceira coluna as

possibilidades do terceiro lancamento:

Figura 2: Diagrama de arvore de todas as possiveis sequéncias de langamento.

<L
I
B

Utilizando o diagrama, fica simples descrever todas as sequéncias possiveis:

CCC, CCK, CKC, CKK, KCC, KCK, KKC e KKK.

Para o primeiro langamento tem-se 2 possibilidades, para o segundo 2 possibilidades e
para o terceiro lancamento, também 2 possibilidades. Portanto, o total de possiveis sequéncias
nos trés langcamentos pode ser calculado 2 -2 -2, ou seja, sdo 8 sequéncias de resultados
distintos para os trés langcamentos.

H& dois principios de contagem que sdo base para resolver problemas de andlise
combinatéria: o principio da adi¢do e o principio da multiplicacdo. O primeiro diz que se 0
objetivo é contar um conjunto de objetos, pode-se dividir essa tarefa em duas partes, contar as
partes separadamente, e somar os resultados. JA& o segundo principio, também chamado
Principio Fundamental da Contagem, PFC, de acordo com Lima (2006, p. 103) diz que “se ha
x modos de tomar uma decisdo D, e, tomada a decisdo D,hd y modos de tomar a decisdo D,
entdo o numero de modos de tomar sucessivamente as decisées D,e D, € x - y”.

Os dois problemas apresentados anteriormente, serdo resolvidos utilizando o principio

fundamental da contagem.
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Problema 1: O cardépio do restaurante de uma cidade do interior oferece as opgoes
conforme a tabela 1.

Tabela 1: Cardapio do restaurante referente ao problema 1.

Saladas Pratos quentes Sobremesas
e Risoto
[ ]
Alflace. e Lasanha e Torta
e Brocolis o )
e Feijoada e Pudim
e Cenoura
e Sopa

Fonte: Criado pelo proprio autor.

De quantas maneiras uma pessoa pode fazer sua refeicdo com 1 salada, 1 prato quente
e 1 sobremesa?

Ao montar sua refeicdo uma pessoa deve realizar trés decisdes:

Primeira decisdo: D, - Escolher um tipo de salada e ha trés formas distintas de ser
tomada.

Segunda decisdo: D, - Escolher um tipo de prato quente e ha quatro formas distintas de
ser tomada.

Terceira decisdo: D5 - Escolher um tipo de sobremesa e ha duas formas distintas de ser
tomada.

Pelo principio fundamental da contagem é possivel tomar, sucessivamente, as

decisbesD,,D, e D5 de 3 - 4 - 2 formas distintas.

Problema 2: Uma moeda ndo viciada é lancada 3 vezes sucessivamente. Quantas sdo
as possiveis sequéncias obtidas nesses langamentos? E quais sdo essas sequéncias?

Em trés lancamentos sucessivos uma moeda ird “tomar” trés decisdes:

Primeira decisdo: D, - escolher qual face ficara voltada para cima e ha duas maneiras
de tomar essa decisdo, sendo elas, cara ou coroa.

Segunda decisdo: D, - escolher qual face ficara voltada para cima e ha duas maneiras
de tomar essa deciséo, sendo elas, cara ou coroa.

Terceira decisdo: D - escolher qual face ficara voltada para cima e ha duas maneiras
de tomar essa deciséo, sendo elas, cara ou coroa.

Pelo principio fundamental da contagem essa moeda pode “tomar”, sucessivamente, as
decisdes D,, D, e D5 de 2 - 2 - 2 formas distintas.

As possiveis sequéncias de lancamento da moeda séo CCC, CCK, CKC, CKK, KCC,
KCK, KKC e KKK. Estas podem ser obtidas através do diagrama de arvore.
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Em todos os casos de agrupamentos apresentados a seguir, serd utilizado o PFC, tanto
na resolugdo dos problemas quanto na dedugdo das formulas, visto que “é a principal técnica

para a resolugdo de problemas de contagem”. (IEZZI, 2007, p. 376)

2.2.2.2 Permutacgéo

Do dicionério, temos a seguinte definicdo para permutacédo: ato ou efeito de permutar;
permuta; reciprocidade; troca. (LUFT, 2000. p 515)

Na matematica, permutacdo também é tratada como troca ou permuta de elementos.

Definicdo de Permutacdo: A permutacdo de "m" elementos é cada uma das ordens de
sucessao nas quais se podem dispor esses elementos.

Para tornar claro o conceito de permutacdo, vamos analisar o seguinte problema:
Quantos anagramas com a palavra LACO podem ser formados?

Sabe-se que um anagrama € toda “palavra formada pela transposi¢do das letras de
outra palavra: roma/amor” (LUFT, 2000 p. 63). Logo, determinar a quantidade de anagramas
gue podem ser formados a partir de certa palavra € 0 mesmo que quantificar todas as formas
de permutar as letras da palavra. Portanto usando o principio fundamental da contagem, deve-
se determinar quais sdo as decisdes a serem tomadas e a seguir de quantos modos pode-se
tomar cada uma das decisoes.

Primeira decisdo: D, - escolher a letra que ocupara a primeira posi¢cdo do anagrama.
Ha 4 modos para se tomar essa decisao.

Segunda decisdo: D, - escolher a letra que ocupara a segunda posi¢do do anagrama.
Uma das quatro letras ja foi utilizada, portanto restam trés modos de tomar essa decisao.

Terceira decisdo: D5 - escolher a letra que ocupara a terceira posi¢cdo do anagrama.
Agora restam duas letras que podem ser usadas, portanto, pode-se tomar esta decisdo de duas
maneiras diferentes.

Quarta decisdo: D, - escolher a letra que ocupard a quarta e Ultima posicdo do
anagrama. Resta apenas uma letra, portanto ha apenas uma maneira de tomar a quarta deciséo.

Desta forma, pelo principio fundamental da contagem, ha 4 modos para D, , tomada a
decisdo D; , hd 3 modos para a decisdo D,, tomada as duas decisdes, D; e D,, ha 2 modos
para a decisdo D3, tomadas as decisbes D,, D, e D3, ha um modo para a decisdo D,, desta
forma, o nimero de maneiras de tomar sucessivamente as decisées D,, D,, D; e D, é4-3-2 -

1, ou seja, séo 24 anagramas formados a partir da palavra LACO.
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Definicédo de fatorial: Chama-se fatorial de um namero natural, ou n!, o produto dos
n primeiros inteiros positivos.

Para encontrar uma formula de contar quantas sdo as permutacdes possiveis para uma
quantidade genérica de elementos vamos responder a seguinte pergunta: De quantas maneiras
pode-se permutar n elementos distintos?

Para permutar n elementos deve-se calcular o produto das possibilidades para cada
uma das n posi¢cdes. Para ocupar a primeira posicdo, tem-se n modos diferentes, para a
segunda posicéo, tem-se n — 1 modos, pois um dos n elementos ja fora utilizado na primeira
posicao, para a terceira tem-se n — 2, visto que dois elementos ja estdo ocupando a primeira e
a segunda posicdo. Seguindo esse raciocinio, até que reste apenas 1 posicao e, portanto, uma
possibilidade para ocupar o ultimo lugar. Logo, pode-se afirmar que a permutacdo de n

elementos distintos e dadapor: B, =n-(n—1) - (n—2) -...-2-1 = nl.

“A escolha do objeto que ocupara o primeiro lugar pode ser feita de n modos,; a
escolha do objeto que ocupard o segundo lugar pode ser feita de n — 1 modos; a
escolha do objeto que ocupara o terceiro lugar pode ser feita de n — 2 modos etc. A
escolha do objeto que ocupara o dltimo lugar pode ser feita de 1 modo. [...] Portanto,
0 nimero de permutagdes simples de n objetos distintos é B, = n!.” (LIMA, 2006, p.
115)

Conforme foi visto, a permutacdo é a contagem de todas as possiveis ordens de uma
quantidade dada de elementos. Porém, existem problemas em que a quantidade de elementos
a ser ordenada é menor do que a quantidade de elementos dada. Neste caso deve-se
primeiramente escolher os elementos a ordenar para entdo ordena-los. A este tipo de

agrupamento da-se o nome de arranjo.

2.2.2.3 Permutagédo com elementos repetidos

Para este estudo, considere o0 seguinte problema: Quantos anagramas distintos
podemos formar a partir da palavra AULA?

Ja é conhecida a forma de proceder quando se quer formar anagramas. A primeira letra
é escolhida entre quatro, a segunda letra é escolhida entre trés, a terceira é escolhida entre
duas e para a ultima letra resta apenas uma para escolher. Pelo PFC tem-se 4-3-2-1 = 24

Observe o diagrama abaixo (Figura 3 —a, b, c, d):

Figura 3: Diagrama de arvore das decisdes tomadas para formar os anagramas da palavra AULA.



Figura 3-a: Diagrama de arvore os anagramas da palavra AULA iniciados por “A”.

Escolha Escolha Escolha Escolha
da 12 letra da 2? letra da 3? letra da 42 letra

py & -@ure
O Qe
® ®

@—0000
®

Anagrama formado

O— @O

O— @B
O— @O

O® 00 00

Figura 3-b: Diagrama de arvore os anagramas da palavra AULA iniciados por “U”.

Escolha Escolha Escolha Escolha
da 12 letra da 22 letra da 3? letra da 42 letra

& 0000
O OO
® ©

@ ©OLO®
®

Anagrama formado

@—0Le®

O— @O
O—0O0®

©0 66 60

32
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Figura 3-c: Diagrama de arvore os anagramas da palavra AULA iniciados por “L”.

Escolha Escolha Escolha Escolha
da 12 letra da 2? letra da 3? letra da 42 letra

A ®4> L @U@
® 0000
@ OLO®
@—’f’? ©O@®
H@@ )
@%f @@

Figura 3-d: Diagrama de arvore os anagramas da palavra AULA iniciados por “A”.

Anagrama formado

®

90 @0 ®F

Escolha Escolha Escolha Escolha
da 12 letra da 27 letra da 32 letra da 47 letra

PENOEOG00

Anagrama formado

Fonte: Criado pelo préprio autor.

Note que foram formados anagramas idénticos, isto ocorre porque existe uma letra
(elemento) que se repete. Neste caso, se quer saber quantos anagramas distintos é possivel
formar. Logo, se faz necessario descontar aqueles anagramas que foram repetidos.

Posicionando primeiro as letras que ndo se repetem: para posicionar a primeira letra
tém-se quatro espacos, para a segunda tém-se trés espacos e restam dois espacos para
posicionar as letras que se repetem.

Exemplo:
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Nesses dois lugares que faltam é preciso colocar a letra A, mas independente de qual
A for colocado nesses lugares o anagrama continua 0 mesmo. Entdo é necessario contar de
guantas maneiras é possivel colocar as duas letras A nesses espacos para ai sim descobrir por
qual numero € preciso dividir a contagem inicial.

Para o primeiro espago restante, a primeira letra ¢ escolhida entre duas letras “A”, e,
para o segundo e ultimo espaco, resta apenas uma letra A. Usando o PFC obtém-se 2 - 1 = 2!,
Ou seja, para cada vez que posicionar as duas letras A nos anagramas, existem duas formas de

proceder, porém as duas sao iguais (figura 4).

Figura 4: Permuta da letra “A” que configura duas repeti¢des e ndo altera o anagrama.
2000
@@

Fonte: Criado pelo proprio autor.

Logo, basta dividir a contagem inicial por 2! para obter a quantidade correta de
anagramas da palavra AULA. Entdo o nimero de anagramas da palavra AULA ¢ ;—f =12

O mesmo raciocinio combinato6rio pode ser usado ao formar anagramas com palavras

que tenham mais de uma letra repetida, por exemplo: BATATA e PASSARO.
2.2.2.4 Permutacao Circular

Considere o seguinte problema: De quantos modos podemos dispor quatro pessoas em
torno de uma mesa circular?

A maneira de ordenar elementos ja é conhecida. Portanto, P, = 4! determina todas as
maneiras diferentes que as quatro pessoas podem se sentar na mesa. Considerando A, B, C e
D para denominar as quatro pessoas que irdo sentar-se a mesa, obtém-se 24 sequéncias
ordenadas, algumas delas sdo: ABCD, DABC, CDAB e BCDA. (Figura 5)
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Figura 5: Sequéncias ABCD, DABC, CDAB e BCDA

A D C B
DQB (YQA BQD 400
C B A D

Fonte: Criado pelo proprio autor.

Observe que essas sequéncias séo iguais, pois ndo alteram a posicéo relativa dessas

pessoas entre si em volta da mesa. Cada disposicdo dessas pessoas junto a mesa esta sendo
4-3-2-1

contabilizadas quatro vezes quando realizado o produto 4 -3 -2 -1 = 4!. Portanto,

3! = 6 determina a quantidade de maneiras que podemos dispor quatro pessoas em volta de
uma mesa circular.

No geral, o nimero de maneiras de dispor n elementos de forma que as disposi¢oes
gue possam coincidir por rotacdo sejam consideradas iguais, ou seja, 0 numero de
permutacdes circulares de n elementos, denotado por PC,, é

n!' n-(n—1)!
PC,=—=—"""=(n-1)
n=_ - (n—1)

2.2.2.5 Arranjo

Considere a definicdo de Luft (2000. p. 81) para a palavra arranjo: “Acgéo ou efeito de
arranjar. Boa disposi¢do; ordem”. Ele define a palavra arranjar como: Por em ordem; arrumar.
Na matematica, um arranjo € um tipo de agrupamento suficientemente caracterizado no
principio fundamental da contagem. Para lezzi (2007, p. 376) “dado um conjunto com n
elementos distintos, chama-se arranjo dos n elementos, tomados k a k, qualquer sequéncia
ordenada de k elementos distintos escolhidos entre 0s n existentes”.

Um arranjo de n elementos distintos tomados k a k, onde n > k, é, portanto, escolher
k elementos, entre 0s n elementos dados e contar todas as possiveis sequéncias desses k
elementos.

Considere o seguinte problema: Para ocupar o cargo de presidente e vice-presidente
do grémio estudantil de uma escola, candidataram-se quatro pessoas. De quantas formas

distintas pode ser feita essa escolha?
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Utilizando o PFC para resolver esse problema, tém-se duas decisdes a tomar: a escolha
do presidente e a escolha do vice-presidente, conforme a figura 6. Tém-se quatro maneiras
distintas para escolher o presidente. Apds escolher o presidente restam trés maneiras para
tomarmos a segunda decisdo de escolher o vice-presidente. Logo, o nimero de formas
distintas de tomar sucessivamente as decisdes “escolha do presidente” e “escolha do vice-
presidente” ¢ 4 - 3 = 12. Observe que neste caso, estdo sendo formados arranjos de 4 pessoas

tomadas 2 a 2.

Figura 6: Cargos de presidente e vice presidente

Presidente Vice — presidente
Fonte: Criado pelo préprio autor.

Na sequéncia, pretendem-se determinar uma férmula para calcular um arranjo de n
elementos distintos tomados, ou escolhidos, k a k, de modo genérico onde n > k.

Usando o PFC: O primeiro elemento pode ser escolhido de n formas possiveis; o
segundo elemento pode ser escolhido de n — 1 formas, pois ja foi escolhido um elemento na
escolha anterior e ndo pode repetir elementos; o terceiro elemento a ser escolhido deve ser
escolhido entre os n — 2 que restaram, pois ndo pode haver elementos repetidos. Procede-se
dessa forma até a escolha do k — ésimo elemento, na qual, a partir das k — 1 escolhas
anteriores, restam apenas n — (k — 1) = n — k + 1opc0es.

Logo, pelo PFC, a quantidade de arranjos dos n elementos tomados k a k, que

denotaremos por 4,, ; , sera:
Apg=n-n—-1)-n—=2)...(n—k+1)
E possivel conseguir uma expresséo equivalente & apresentada acima, multiplicando e
dividindo tal expresséo por (n—k)!l=n—-k) - (n—-k—-1)-(n—k—-2)-..-3-2-1.

Portanto:

(n—-k)(n—-k-1)-(n—-k-2)-..-3-2-1
(n-k):(n-k-1)-(n—k-2)-..-3-2"1

Ape=n-m—1)-n—=2)..(n—k+1)-

Notemos que o numerador da expressao acima € n!

n-m-1)-n-2)...n—k+1)- n—-k)y- n—-k—-1)- n—-k—-2)-...-3-2-1=nl!
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E o denominador é (n — k)!.

Assim, obtém-se a seguinte expressao, simplificada, parad,, , com k < n.

n!
Ank = !

Resolvendo o problema anterior utilizando a férmula encontrada, tem-se um arranjo

de 4 elementos tomados 2 a 2, portanto:

L4 432
2T @-2) 2t T

onde o resultado encontrado € igual ao anterior, como esperado.

2.2.2.6 Combinacédo

Considere o seguinte problema: Em uma instituicdo de ensino ha cinco coordenadores,
Jodo, Paulo, Ana, Maria e Lucia. Serd formada uma comissdo composta por trés destes
coordenadores que sera responsavel por organizar as boas vindas aos calouros. De quantas
formas podera ser formada essa comissdo? Usando o PFC, a primeira pessoa pode ser
escolhida de cinco maneiras distintas, a segunda seré escolhida entre as 4 pessoas restantes e a
terceira pessoa sera escolhida entre as 3 que ainda restam.

Observe que um dos resultados possiveis é escolher primeiro Ana, segundo Paulo e
por Ultimo Maria, outro resultado possivel é escolher em primeiro Maria, segundo Ana e por
ultimo Paulo. Note que independente da ordem em que essas pessoas foram escolhidas, serdo
as mesmas pessoas a fazerem parte da comissdo. Portanto, deve-se contar apenas uma vez
cada grupo de 3 pessoas diferentes.

Neste caso, € preciso contar de quantas formas cada grupo de trés pessoas diferentes
pode ser escolhido. Pode-se escolher Ana, Paulo e Maria de 6 formas diferentes, confirmado
usando o PFC, escolhendo o primeiro entre 3 pessoas, 0 segundo entre 2 e o Ultimo entre 1.

A forma como escolhemos essas trés pessoas, nao interfere no grupo de pessoas que

ird ser sorteado, ou seja, no grupo que fara parte da comissdo. Logo, para cada grupo de trés
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pessoas diferentes, foram contabilizadas seis formas diferentes de escolhé-las. Para descontar

esse fator multiplicativo é necessario realizar uma divisao.

Para realizar a escolha da comissdo, pode-se sortear trés pessoas, entre as cinco
pessoas que estdo concorrendo, de dez formas distintas. Note que foi realizado um arranjo de
cinco pessoas tomadas trés a trés, ou seja, uma sequéncia ordenada da escolha de trés pessoas
entre as cinco concorrentes. Logo em seguida, o resultado foi dividido pela permutacdo de
trés pessoas (elementos), visto que a ordem do sorteio ndo interfere. Cada uma dessas
possibilidades corresponde a uma combinacdo de cinco pessoas tomadas trés a trés (sorteadas
trés pessoas entre cinco).

No geral, quando existe um conjunto A com n elementos, chama-se combinagéo dos n
elementos de A tomados k a k, com n > k, qualquer subconjunto de A formado por k
elementos. (IEZZI, 2007. p. 381).

E possivel obter uma férmula para determinar o nimero de combinacBes de n
elementos tomados k a k, comn > k? Indicaremos esta combinagéo por C,, .

Seré utilizado o PFC para contar a quantidade de sequéncias ordenadas, ou seja,

arranjos, formados por k elementos distintos, escolhidos entre os n elementos dados.

n-m—-0N-m=2)...In—(k=D]=n-n-01- n—=2)...(n—k+1)=Ax

Agora seré usado o PFC para contar o nimero de sequéncias ordenadas que podem ser
formadas com k elementos escolhidos. O nimero de permutacdes possiveis para k elementos

distintos é:
k-(k—1-(k—2)-....2-1=P,=k!
Dessas k! sequéncias ordenadas apenas uma nos interessa para contagem da

combinacdo de n elementos tomados k a k, portanto é necessario realizar a divisdo do arranjo

de n elementos tomados k a k pelas permutag6es de k elementos, ou seja por k!.
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n!
C . An,k . (n— k)' . n!
kTR T kU T (n—k)k!

Voltando ao problema inicial e, resolvendo-o por meio da férmula encontrada, tem-se

uma combinacéo de 5 elementos tomados 3 a 3. Logo,

oo S 5432 60
TGN 23217 6
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3 PROPOSTAS DE ATIVIDADES NO ENSINO DE ANALISE COMBINATORIA

Nos capitulos anteriores, ficou claro que o ensino de Analise Combinatoria e o
desenvolvimento das habilidades e técnicas de contagem podem ser desenvolvidos utilizando
0 Principio Fundamental da Contagem (PFC) aliado a metodologia de resolucdo de
problemas.

Como propostas de ensino, objetivo principal deste trabalho, serdo abordadas
situacOes problemas de contagem, seguidas de sugestdes de dialogos que o professor pode
utilizar para, discretamente, orientar seus alunos ao éxito na resolugdo dos problemas
propostos, utilizando, como ferramenta principal o PFC.

Para um primeiro contato com o PFC, sugerem-se as seguintes propostas:

Proposta 1:

Um quiosque na beira mar de Atlantida Sul langou a seguinte promogao durante uma
temporada de verdo: “Combinado de sanduiche natural e suco a R$ 12,00.” Nesse combinado,
constam quatro op¢des de sanduiche (frango, presunto, vegetariano e queijo) e trés op¢des de
suco (laranja, uva e abacaxi). De quantas formas distintas uma pessoa pode escolher o seu
combinado?

O professor deve deixar que o aluno faga seus testes e cologue suas habilidades em
pratica antes de qualquer intervencdo. Podendo ainda tornar o problema interessante
concretizando-o, por exemplo, fazendo o aluno se envolver com o problema, colocando-o no
papel de protagonista: “Vocé estd na praia e vai comprar um combinado, quais sdo as
decisoes que deves tomar?”

Quando as ideias forem surgindo para encontrar a solucdo, o professor deve prosseguir
com as perguntas sempre relacionadas as sugestfes dadas pelos alunos. Por exemplo: Se o
aluno sugerir realizar o produto entre a quantidade de opcdes para o sanduiche e a quantidade
de opcBes para 0 suco, ou seja, 4 -3 = 12. O professor deve questionar: “E possivel garantir
que esta é a solugdo correta?” Neste momento é normal que o aluno encontre todos 0s casos
possiveis por testagem. Ainda assim, € possivel que o aluno ndo consiga listar todos os tipos
de combinado. Neste caso, o professor deve mediar questionando: “Qual foi a estratégia que
vocé utilizou para listar todos os combos? Como organizou seu pensamento?” “Esta
organizagdo garante que vocé tenha encontrado todos os possiveis combinados?”.

Com isso, caso haja falhas na solucdo sugerida pelo aluno, pretende-se que ele

perceba que houve essa falha em seu método de contagem e que este precisa ser revisado
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organizando sua estratégia de contagem. No caso de o aluno ter contado e enumerado
corretamente todos 0s possiveis combos, ainda assim sdo importantes 0s questionamentos
para que o estudante entenda e organize o seu raciocinio e ainda desenvolva sua capacidade
de comunicacéo e argumentacao.

Ap0s todos os estudantes listarem os doze possiveis combinados o professor lanca a
pergunta: “Podemos sempre resolver este tipo de problema realizando o produto entre as
opcdes pré-determinados, isto €, podemos realizar uma generalizacdo para resolver este tipo
de problema?”.

Ao resolver este problema para toda a classe, sugere-se que o professor realize as
seguintes perguntas:

- Quantos sdo os sabores do sanduiche? (4 sabores: frango, presunto, vegetariano e queijo)

- Quantos sabores de sanduiche podemos escolher na compra do combo? (apenas um sabor
de sanduiche)

- Quantas sdo as opcdes de suco? (3 opcdes: laranja, uva e abacaxi)

- Na compra do combo, quantos sabores de suco podemos escolher? (apenas um sabor de
suco)

Neste momento é interessante que o professor escreva na lousa os dados do problema,
conforme as respostas obtidas.

Opcdes de Sanduiches: frango, presunto, vegetariano e queijo.

Opcdes de Sucos: laranja, uva e abacaxi.

Monte seu Combinado: um sanduiche + um suco.

Neste momento, podem-se apresentar alguns exemplos de combos. Até mesmo 0s
alunos ja terdo escolhido o seu sanduiche e suco favoritos, entdo é hora de anotar alguns deles
na lousa.

- Quantos sdo os possiveis combos que posso montar se eu escolher o sanduiche de frango?
(sdo trés: sanduiche de frango + suco de laranja, sanduiche de frango + suco de uva ou
sanduiche de frango + suco de abacaxi.)

- E se eu escolher o sanduiche de presunto? (também serdo trés possiveis combos: sanduiche
de presunto + suco de laranja, sanduiche de presunto + suco de uva ou sanduiche de presunto
+ suco de abacaxi.)

- Isso quer dizer que para cada sabor do sanduiche escolhido, ser@o trés maneiras diferentes
de escolher o meu combo? Por qué? (Sim, pois para cada sabor do sanduiche, ha trés opcdes

para escolher o sabor do suco). (Figura 7).
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Figura 7: diagrama de arvore com todos os possiveis combinados de sanduiche + suco.

P Kelu] [p U] v<\v Q<U|

Fonte: Criado pelo proprio autor.

Ao fazer o diagrama de arvore fica perceptivel que todos os possiveis combinados sao
listados e, portanto, séo doze formas distintas de uma pessoa escolher o seu combinado.

E possivel observar que esta quantidade é obtida por meio do produto entre a
quantidade de opcGes de sanduiches e a quantidade de opgbes de suco, isto €, o produto 4 - 3,
determina a quantidade de formas distintas de escolher o combinado de sanduiche + suco.

- Se vocé esta na praia comprando o combo, quantas e quais sdo as decisdes que vocé deve
tomar? (serdo duas decisdes: escolher o sabor do sanduiche e escolher o sabor do suco)

- Quantos sdo os modos de tomar a decisdo D; “escolha do sanduiche”? (4)

- Quantos sdo os modos de tomar a deciséo D, “escolha do suco”? (3)

Entdo o numero de modos de tomar sucessivamente as decisées D, € D, € 4 - 3.

Neste momento € interessante que o professor apresente o principio fundamental da
contagem abordado no capitulo anterior deste trabalho.

Observe que foram utilizados, implicitamente, os passos definidos por Polya, no

processo de resolucdo do problema.

Proposta 2:

Sdo fornecidos para cada aluno um dado em forma de tetraedro regular com os
nimeros v2,v/3,v/8 e 1 gravados em suas pontas (Figura 8) e uma tabela para anotacdes,
conforme a tabela 2 e figura 6. Cada aluno deverd realizar, para cada rodada, dois
lancamentos sucessivos, e, anotar na tabela, no local destinado ao primeiro e segundo

langamento, os nimeros obtidos na ponta do dado.
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Figura 8: Dado em forma de tetraedro regular.

o

Fonte: Criado no software GeoGebra pelo proprio autor.

Caso esta atividade seja inviavel de ser realizada na prética, o professor pode instigar
os alunos a se colocarem no lugar da pessoa que esta realizando o lancamento dos dados e

preencher a tabela (Tabela 2) com possiveis resultados.

Tabela 2: Tabela de anotagdes.

Rodada | 1°Langamento | 2°Langamento

18.

28.
36
48.

Fonte: Criado pelo proprio autor.

Apds os estudantes realizarem alguns lancamentos devem ser direcionadas as
seguintes instrucdes:
- Escreva trés possiveis resultados diferentes de possiveis sequéncias. Como nenhum aluno
pensa igual ao outro, havera respostas diferentes.
- Héa possibilidade de ocorrer uma sequéncia diferente das que vocé escreveu? (sim). Caso o
aluno responda que ndo, a proxima instrucao o ajudara a pensar diferente.
- Confira com o colega ao lado se os resultados que ele escreveu séo iguais aos seus. Aqui 0
aluno percebera que, embora o resultado do colega seja diferente, também esta correto e, que
ndo existem apenas trés possiveis resultados de sequéncia.
- Quando se lanca a primeira vez o dado, de quantas formas o resultado deste lancamento
pode ocorrer? (4).

- Quando o dado ¢ langado pela segunda vez, de quantas formas pode ocorrer o resultado
deste lancamento? (4).
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- Pelo principio fundamental da contagem, quantas sdo as possiveis sequéncias obtidas em
dois lancamentos sucessivos de um dado em forma de um tetraedro regular? (4-4 = 16
sequéncias).

Abaixo se apresentam todas as possiveis sequéncias:

(V2,V2), WV2,V3), (V2,V8), (V2, 1),

(V3,V3), (W3,v2), (W3,V8), (V3, D),

(V8,V8), (W8V2), W8,3), (W8, 1),
(1, D), (1,¥2), (1,v/3), (1,V9).

Este problema também pode ser explorado quando o professor estiver trabalhando
probabilidade, reformulando-o da seguinte forma: Um dado em forma de tetraedro regular,

com os numeros v/2,/3,+/8 e 1 gravados em suas pontas conforme a figura 6 é lancado duas
vezes sucessivamente e 0s nimeros constantes na ponta voltada para cima sdo anotados em
uma tabela. Qual a probabilidade de que o produto dos nimeros obtidos na sequéncia dos dois
langamentos, seja um numero irracional? Além disso, é possivel trabalhar a probabilidade de
cada ponta do dado ser sorteada e elaborar eventos diferentes para o calculo de probabilidade.

Para dar sequéncia ao estudo de Analise Combinatdria sugere-se uma situacdo que

envolve permutacdo e, posteriormente, arranjo de elementos.

Proposta 3:

Uma familia com cinco pessoas esta viajando e pretende tirar uma foto de recordacao,
onde todos aparecem lado a lado. Cada disposicdo dessas pessoas na foto é considerada uma
foto diferente. Quantas fotos distintas podem ser registradas?

Ao propor essa situacdo problema, podemos sugerir que os alunos sejam os fotografos
que vao fotografar a familia. Além disso, o professor pode fazer grupos de trés ou quatro
alunos para resolverem a questdo usando as seguintes cartinhas (Figura 9), cada uma contendo
um membro da familia. As imagens foram criadas no aplicativo Zmoji, que permite criar

avatares:



45

Figura 9: Membros da familia.

Fonte: Criado pelo préprio autor

- Considerando que cada personagem acima € um membro da familia e que vocé é o
fotografo que deve realizar a sessdo de fotos. Que atitude vocé ira tomar primeiro? (decidir
qual personagem ocupa o primeiro lugar da foto e assim sucessivamente até que todos 0s
lugares sejam preenchidos).

E natural que os alunos manipulem as cartinhas até que entendam o que estd
acontecendo em cada disposicao de lugares dos membros da familia.
- Todos os membros da familia devem aparecer nas fotos? (sim)
- Qual ¢ a primeira decisdo? Quantas sdo as maneiras distintas de tomar a primeira decisdo?
(Escolher qual membro da familia ocupara a primeira posicdo na foto; cinco).
- Qual é a segunda decisdo? Quantas sdo as maneiras distintas de tomar a segunda decisao e
por qué? (Determinar qual membro da familia ocupard a segunda posicdo na foto; quatro,
porque um dos membros da familia j& esta colocado na primeira posicao - sobram 4 cartinhas).

O professor deve seguir com 0s questionamentos até que todos os alunos tenham
entendido o processo. Por fim, a pergunta:
- Quantas sdo as maneiras distintas de tomar a Ultima decisdo, isto é, posicionar o ultimo
membro da familia na 52 posi¢do da fotografia? (uma).
- Pode-se usar o PFC para resolver o problema: para ocupar o primeiro lugar na foto o
fotdgrafo pode escolher entre cinco pessoas (elementos), para ocupar o segundo lugar pode
escolher entre quatro pessoas, pois a mesma pessoa ndo pode ocupar mais de um lugar ao
mesmo tempo, e assim sucessivamente até o quinto e Gltimo lugar que restara apenas uma
pessoa. Portanto, 5-4-3-2-1, ou seja, 5! determina a quantidade de poses distintas que
essa familia de cinco pessoas pode registrar.

E interessante distribuir, inicialmente, a quantidade de pessoas que o problema sugere,
isto é, 5 cartinhas cada uma contendo um membro da familia. Ap6s serem contabilizadas

todas as poses possiveis para as fotos, ir aumentando o numero de pessoas para que 0s alunos
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refacam as fotos com essas novas pessoas. Além disso, sugere-se dar aos grupos de alunos
quantidades diferentes de cartinhas para que ndo busquem a resposta com o grupo vizinho e
que cada grupo determine sua estratégia para depois apresenta-la aos demais.

E relevante sugerir, depois que 0s grupos resolverem todas as situagdes propostas,
variagcdes do problema. Por exemplo, dois dos membros da familia devem permanecer sempre
juntos na fotografia. Pode-se ainda considerar as duas situagdes: quando as pessoas ficam
juntas e na mesma ordem e quando as pessoas ficam apenas juntas, independente da ordem.

- A familia resolveu tirar novas fotos, s6 que agora duas pessoas da familia devem
permanecer sempre juntas. As novas fotos terdo as mesmas poses tiradas anteriormente?
(Algumas, porém devem-se excluir aquelas em que as duas pessoas estdo separadas, pois 0
problema pede que ndo haja pessoas entre elas).

Quando se considera que duas pessoas (elementos) permanecem juntas e na mesma
ordem pode-se considerar que estas sdo uma unica pessoa e realizar a permutacdo de n —
1 elementos. Quando se considera que duas pessoas permanecem apenas juntas, independente
da ordem, pode-se considerar que estas sdo uma Unica pessoa e realizar a permutacdo de
n — 1 elementos e posteriormente multiplicar o resultado por 2!, pois se leva em consideracédo
gue as pessoas que permanecem juntas podem permutar entre elas, ocupando uma o lugar da
outra. Logo, para cada disposic¢do do restante da familia, as duas pessoas que permanecem
juntas podem se dispor de duas formas diferentes. Essa multiplicacdo que deve ser feita é pela
permutacdo do nimero de pessoas que permanecem juntas, independente da ordem.

A partir dessa situacdo, podemos dar inicio ao estudo de arranjo, basta propor a
atividade da seguinte forma:

Proposta 4:

Uma familia com seis pessoas (Figura 10) pretende tirar uma foto de recordacao de
uma viagem, onde sdo fotografadas apenas trés pessoas por vez. Cada disposicdo dessas
pessoas na foto é considerada uma foto diferente. Quantas fotos distintas podem ser

registradas?
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Figura 10: Membros da familia.

“\ =

\Fo‘nte: Criédé) pelo‘ pr\épirio a‘vuto“r. |

Através do PFC pode-se determinar a quantidade de fotos que podem ser registradas
de trés pessoas por vez: para ocupar primeiro lugar tém-se seis pessoas, para ocupar 0O
segundo lugar tem-se cinco pessoas e para o terceiro lugar tém-se quatro pessoas, pois a
mesma pessoa ndo pode ocupar dois lugares ao mesmo tempo.

Aumentando o nimero de pessoas o raciocinio combinatorio continua 0 mesmo.

Ao prosseguir com a proposta de ensino de Analise Combinatoria, sugerem-se as
seguintes situacBGes para o aluno refletir e realizar a contagem quando a ordem em que é
realizada a escolha dos elementos nao € relevante, ou seja, quando a ordem dos elementos nao

muda a situacdo em questao.

Proposta 5:

Em um sorteio, que tem como prémio uma viagem com tudo pago para Canela, dez
pessoas estdo participando. Se serdo sorteados somente 3 pessoas para realizar a viagem, de
quantas formas distintas esse sorteio pode ser realizado?

Nessa situacdo também podem ser utilizadas as cartinhas da situacdo anterior, para que

a situacdo fique menos abstrata. Além disso, o professor pode realizar o sorteio entre os
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alunos da turma mesmo, se preferir. O importante é que apds os sorteios algumas perguntas
sejam realizadas, tais como:

- Dentre as dez pessoas (das figuras ou alunos da turma), pretende-se sortear trés pessoas
para realizar uma viagem, de quantas formas isso pode ser feito? (Nesse momento é natural
que os alunos respondam que o produto 10 - 9 - 8 determina todas as formas que esse sorteio
pode ser realizado).

- Um dos possiveis resultados para o sorteio € o primeiro sorteado ser Jodo, o segundo Paulo
e o terceiro sorteado ser Ana. Outro possivel resultado € sortear primeiro Ana, segundo Jodo
e por ultimo Paulo. Existe alguma diferenca nos grupos que fardo a viagem nos dois sorteios
descritos acima? (N&o, apenas a ordem em que foram sorteados).

- A ordem que essas trés pessoas foram escolhidos faz diferenca, ou seja, muda o grupo que
foi sorteado? (N&o, o grupo continua 0 mesmo independente da ordem que as pessoas foram
sorteadas.).

- Quantas sdo as formas distintas de sortear Ana, Paulo e Jodo para realizar a viagem?
(3-2-1 = 6 formas distintas de sortear Ana, Paulo e Jodo).

- O que podemos fazer para contabilizarmos apenas um sorteio dessas trés pessoas? (Neste
caso, o produto 10 - 9 - 8 deve ser dividido por 6. Caso os alunos ndo ainda ndo saibam como
proceder, a préxima pergunta ira auxilia-los).

- Para cada grupo diferente de trés pessoas, quando é realizado o produto 10x9x8, sdo
contabilizadas todas as 6 formas desse mesmo grupo ser sorteado. Ou seja, cada grupo
distinto de trés pessoas estd sendo contabilizada 6 vezes quando é realizado o produto
10x9x8, e para descontar esse fator multiplicativo 6 é preciso proceder de que maneira?
(Dividindo o produto 10 - 9 - 8 por 6).

Utilizando o PFC a primeira pessoa € sorteada entre dez, a segunda entre nove a
terceira entre oito. Mas, 10 - 9 - 8 ndo determina a quantidade de formas distintas de sortear
essas pessoas, pois fazendo apenas esse produto estamos considerando que a ordem em que as
trés pessoas foram sorteadas interfere no sorteio, porém ndo interfere. Existem 3 - 2 - 1 formas
distintas de sortear o mesmo grupo de pessoas diferentes. Portanto, para cada grupo diferente
de trés pessoas, quando fazemos 10 - 9 - 8 estamos contando as 6 formas distintas de sortear
esse grupo. Para descontar esse fator multiplicativo deve-se realizar a operagdo inversa, que é
a divisdo por esse mesmo fator, que neste caso € 3-2 - 1, ou seja, 6.

Depois de pensar sobre essa determinada quantidade de pessoas é importante mudar a

quantidade e realizar novas contagens, por exemplo: De quantas formas podemos escolher 2
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entre as 4 pessoas para realizar uma viagem? De quantas formas podemos escolher 4 entre as
4 pessoas para realizar uma viagem?

E importante ressaltar que os alunos devem sempre se perguntar ao resolver um
problema de contagem, se a ordem interfere ou ndo, pois faz toda diferenca contar sequéncias

ordenadas é diferente de contar conjuntos onde a ordem nao interfere.

Proposta 6:

Esta situacdo corresponde a uma atividade de ensino, na qual sera realizado um
experimento aleatorio que gerara um problema que precisa ser resolvido.

Para realizar esta atividade sdo necessarios uma urna com 25 bolas numeradas de 1 a

25 e a tabelas de jogos abaixo:

Tabela 3: Tabela de jogos.

1 2 3 4 5

6 7 8 9 10

11 12 |13 | 14 | 15

16 | 17 | 18 | 19 | 20

21 | 22 | 23 | 24 | 25

Bolas sorteadas:

Fonte: Criado pelo préprio autor.

Os alunos deverdo marcar na tabela cinco nimeros para montar seu “jogo”. Depois
disso, cinco bolas deveréo ser sorteadas sem reposic¢do da urna.

Apds os sorteios das bolas, algumas perguntas devem ser realizadas para que os alunos
reflitam:
- Ao fazer o seu jogo, que decis@o vocé tomou primeiro? (escolher um nimero entre os 25).
- Os numeros que vocé marcou no seu ‘‘jogo” podem ser sorteados em qualquer ordem? Com
essa pergunta, os alunos deverdo se dar conta que a ordem em que as bolas foram sorteadas
ndo interfere no “jogo” sorteado.
- A ordem que vocé usou para marcar 0s numeros do seu jogo precisa ser a mesma ordem que
as bolas devem ser sorteadas? (N&o, pois a ordem em que 0s nimeros foram escolhidos ou

sorteados néo interfere no jogo.).
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- Pode-se dizer que a quantidade de jogos possiveis € determinada pelo produto 25 - 24 - 23 -
22 -217? (Nao, pois fazendo isso esta sendo considerado que a ordem do sorteio € relevante e
ja se sabe que a ordem de sorteio nao interfere no jogo sorteado.).
- O que € preciso fazer para que seja contabilizado apenas jogos distintos? O mesmo
raciocinio combinatdrio que se desenvolveu na situacdo anterior é praticado para responder a
essa pergunta. Como a ordem nao € relevante, ndo tem sentido contabilizar todas as
sequéncias ordenadas que apare¢cam 0S mesmo numeros, pois nao ira interferir no jogo que foi
sorteado. Portanto, é preciso descontar esse fator multiplicativo que contabiliza todas essas
sequéncias ordenadas realizando uma divisdo pela permutagdo dos elementos dessas
sequéncias.
- De quantas formas os nimeros que vocé escolheu poderiam ter sido escolhidos? (5-4-3 -
2-1 = 120).
- Pode concluir que para cada jogo de cinco nimeros diferentes, quando se realiza o produto
25-24-23-22- 21, estd sendo contabilizado 120 vezes o mesmo jogo? (Sim).
- O que ¢é preciso ser feito para descontar todos esses casos que 0 jogo se repete? (dividir o
resultado do produto 25-24-23-22-21 por 120, assim, cada jogo distinto sera contado
apenas uma vez).

Essa atividade pode ser proposta nos estudos de probabilidade, visto que, por se tratar
de um experimento aleatdério, podem ser realizados calculos da probabilidade de tal bola ou
jogo ser sorteado fazendo uma conexdo com os jogos de loteria que fazem parte do cotidiano

do brasileiro.

Proposta 7:

Para trabalhar com permutacdo de elementos repetidos propdem-se a seguinte
atividade.

Apresentar o problema: Raul desenhou uma bandeira listrada, conforme a Figura 11, e
usard as cores verde, amarela e marrom para pinta-la. Ele pretende pintar todas as listras e
utilizar todas as cores que possui, mas percebe que em sua bandeira ha quatro listras e ele
possui apenas trés cores diferentes. Raul decide, entdo, usar em duas das listras da bandeira a
cor verde, pois esta é sua cor preferida, ndo importando se as listras sdo adjacentes ou nao.

Disponibilizar os materiais aos alunos: Imagem da bandeira e lapis de cor nas cores

verde, amarela e marrom.
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Figura 11: Bandeira desenhada por Raul.

Fonte: Criado pelo proprio autor.

Realizar as seguintes perguntas e instrucgoes:

- Como Raul ira usar todas as cores, ele comeca pela cor marrom para pintar uma das listras.
A primeira decisdo que ele tem a tomar é escolher qual listra pintara com a cor marrom.
Quantas sdo as opcles para essa primeira decisdo? (4).

- Escolha por Raul e pinte uma listra de marrom.

- Com a cor amarela, Raul ira tomar a segunda decisdo, que é escolher qual listra pintara
com a cor amarela. Quantas sdo as opc¢des para essa segunda decisédo? (3).

- Escolha por Raul e pinte uma listra de amarelo.

- Quantas listras restaram para Raul pintar? (2).

- Quantas cores restaram? (1).

- A terceira decisdo consiste em Raul escolher as duas listras para pintar com sua cor
preferida. De quantas maneiras ele pode tomar esta decisdo? Por qué? (apenas uma, pois
restam apenas duas listras e essas duas listras serdo pintadas na cor verde).

- Escolha por Raul e pinte as duas listras de verde.

- Pelo principio fundamental da contagem de quantas maneiras Raul pode tomar a primeira,
segunda e terceira decisdo sucessivamente? (4-3-1 = 12 maneiras).

Essa maneira de resolver o problema é mais simples, pois ao deixar a cor que repete
para ser usada por ultimo faz com que sO exista uma maneira de pintar as duas listras
restantes. Mas o aluno pode querer pintar a bandeira comegando pela cor que repete. Portanto,
é interessante encaminhar a atividade a essa outra interpretacéo.

- Raul ndo gostou como vocé escolheu pintar a bandeira. Ele acha melhor comegar agora
pintando com sua cor preferida. Portanto, a primeira decisdo (D;) a ser tomada por Raul é
escolher uma das listras para pintar com a cor verde. De quantas maneiras ele pode tomar
essa decisdo? (4).

- Escolha por Raul e pinte uma listra de verde.

- Ainda com a cor verde, Raul deve tomar a segunda deciséo (D,) que é escolher uma das

listras para pintar. De quantas maneiras ele pode tomar essa segunda deciséo? (3).
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- Escolha por Raul e pinte uma listra de verde.

- Com a cor amarela, Raul deve tomar a terceira decisdo (D3) que é escolher uma listra para
pintar. Quantas sdo as maneiras que ele pode tomar essa decisdo? (2).

- Escolha por Raul e pinte uma listra de amarela.

- Com a cor marrom, Raul deve tomar a quarta e ultima decisdo (D,) que é escolher uma
listra para pintar. Quantas séo as maneiras que ele pode tomar essa decisao? (1).

- Pelo principio fundamental da contagem quantas sdo as maneiras distintas de tomar a
primeira, segunda, terceira e quarta decisdo sucessivamente? (4-3-2-1 = 24).

- Observe que se na primeira decisdo (D;) Raul escolheu a listra 2 e na segunda deciséo (D,)
escolheu a listra 3 € o mesmo que escolher na primeira decisdo a listra 3 e na segunda

deciséo a listra 2. Conforme as Figuras 12 —a, b.

Figura 12: Uma das maneiras de colorir a bandeira

Figura 12- a: D, — listra 2 pintada de verde e Figura 12- b: D, — listra 3 pintada de verde e
D,- listra 3 pintada de verde. D,- listra 2 pintada de verde.
Dy Dy D, Dy D3 DZ Dl -D4

Fonte: Criado pelo proprio autor.

- Essas bandeiras sdo iguais? (sim).
- Se para cada bandeira diferente existe outra bandeira pintada igual, o que € preciso fazer
para achar quantas bandeiras distintas podem ser obtidas com as decisbes tomadas? Por
qué? (dividir o produto 4-3-2-1 por 2!, pois se cada bandeira diferente existe outra
exatamente igual € preciso dividir por 2 para descontar essa repeticdo de bandeiras iguais).
Observe que é importante ndo comegar pela cor que ird repetir, pois fica mais facil do
aluno enxergar que, restando apenas a cor que ira repetir, e duas listras a serem pintadas, ele
tera apenas uma forma de pintar as listras.
Apds serem resolvidos diversos problemas de contagem utilizando o PFC, sugere-se
gue sejam deduzidas as formulas de agrupamentos ja apresentadas neste trabalho no capitulo
[2] observando que apenas as formulas por si s0 ndo sdo suficientes para resolver um

problema de contagem e que devem ser desenvolvidas algumas estratégias de resolucéo.
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4 PROBLEMAS ENVOLVENDO ANALISE COMBINATORIA EM PROVAS DO
ENEM E DA OBMEP

Neste capitulo serdo abordados alguns problemas encontrados em provas do Exame
Nacional do Ensino Médio e da Olimpiada Brasileira de Matematica das Escolas Publicas
envolvendo andlise combinatéria e para cada problema elencado serd apresentada uma
solucéo utilizando o principio fundamental da contagem.

A prova do ENEM — Exame Nacional do Ensino Médio tem como objetivo avaliar o
desempenho escolar do aluno que estd concluindo o ensino médio e, além disso, dar
possibilidade para este aluno ingressar no ensino superior, seja em instituicdes publicas
através do Sistema de Selecdo Unificada (Sisu), ou privadas através do Programa de
Universidade para Todos (ProUni) e programas de financiamentos.

A Olimpiada Brasileira de Matematica das Escolas Publicas — OBMEP é um projeto
nacional que vem sendo realizado em escolas publicas e privadas com alunos do 4° ano do
ensino fundamental até o 3° ano do ensino médio. Um dos objetivos desse projeto é
“identificar jovens talentos e incentivar seu ingresso em universidades, nas areas cientificas e
tecnologicas”. (IMPA, 2005)

PROBLEMA 01 (ENEM - 2017)
Um brinquedo infantil caminhdo-cegonha é formado por uma carreta e dez carrinhos

nela transportados, conforme a figura.

‘0000000
000000

000000
O 00—

No setor de producdo da empresa que fabrica esse brinquedo, é feita a pintura de todos

os carrinhos para que o aspecto do brinquedo fique mais atraente. S&o utilizadas as cores
amarelo, branco, laranja e verde, e cada carrinho é pintado apenas com uma cor.
O caminh&o-cegonha tem uma cor fixa. A empresa determinou que em todo caminhdo-

cegonha deve haver pelo menos um carrinho de cada uma das quatro cores disponiveis.
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Mudanca de posi¢do dos carrinhos no caminhdo cegonha ndo gera um novo modelo do
brinquedo.

Com base nessas informacdes, quantos sdo os modelos distintos do brinquedo caminh&o-
cegonha que essa empresa podera produzir?

a) Co4

b) Co 3

¢) Cio4

d) 6*

e) 4°

(Disponivel em http://portal.inep.gov.br/provas-e-gabaritos acesso em 09/01/2020)

Uma solucéo:

Suponha que vocé é o funcionario responsavel por escolher quantos carrinhos serdo
pintados de branco, de verde, de amarelo e de laranja. Para realizar essa tarefa vocé faz uma
fileira com todos os dez carrinhos (Figura 13-a) e dispde trés separadores entre eles de modo
que os carrinhos que estdo antes do primeiro separador serdo pintados de branco, os carrinhos
entre o primeiro e o segundo separador serdo pintados de verde, os carrinhos entre o segundo
e o terceiro separador serdo pintados de amarelo e, por fim, os carrinhos ap6s o terceiro
separador serdo pintados de laranja. Na Figura 13-b sdo apresentadas algumas possibilidades

de pintura dos carrinhos.

Figura 13: Disposic¢ao dos carrinhos em fila e algumas das possiveis formas de pinta-los.

Figura 13-a: Fileira de carrinhos.

©°00°0 0°0 00 ©°00°0 00000000

Figura 13-b: Trés possiveis pinturas dos carrinhos gerando trés modelos de brinquedo.

©°0/G0 G0 00 0°0 600060 GO GO
©°00°0 0°0 606V GO 60 6060 GO
©°0 02060 G0 GV 6060000 0C0O

Fonte: Criado pelo proprio autor utilizando o modelo de carrinho do enunciado do problema.

Para determinar de quantas maneiras vocé pode separar 0s carrinhos dessa forma e

assim obter todos os possiveis modelos para o brinquedo, a primeira decisdo que deves tomar


http://portal.inep.gov.br/provas-e-gabaritos
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é escolher onde ird colocar o primeiro separador. Visto que deve ser pintado pelo menos um
carrinho de cada cor, os separadores s6 podem ser colocados entre os carrinhos, ou seja, ha
nove maneiras de vocé tomar a primeira decisdo. Escolhido o local do primeiro separador
(Figura 14-a), a proxima decisdo que deves tomar € escolher onde colocard o segundo
separador. Neste momento ha oito maneiras distintas para posiciona-lo. Escolhida a posi¢édo
do segundo separador (Figura 14-b), a terceira deciséo consiste em escolher onde posicionar o
terceiro e ultimo separador. Ha sete formas diferentes para tomar esta ultima decisdo. Ap6s
posicionar o terceiro separador (Figura 14-c) tem-se uma maneira de pintar os dez carrinhos.
Pelo PFC, o nimero de formas que vocé pode tomar a primeira, a segunda e a terceira

decisdo, sucessivamente, € 9 - 8 - 7 = 504.

Figura 14: Disposicéo dos separadores entre os carrinhos em fila.

Figura 14-a: Primeira decisdo: posicionamento do primeiro separador.

©20 02000 6°0/0°0 0000000000

Figura 14-b: Segunda decisdo: posicionamento do segundo separador.

©20 0°0 00 6°0/0°0 0000000000

Figura 14-c: Terceira decisdo: posicionamento do terceiro separador.

©°0 6°00°0 6°00°0 0000000000

Figura 14-d: Troca de ordem dos separadores ndo altera a quantidade de carrinhos pintados de cada cor.

©°0 0060 G0 60 600060600

Fonte: Criado pelo préprio autor utilizando o modelo de carrinho do enunciado do problema.

Observe que, independente da ordem em que os separadores foram dispostos, 0
modelo de brinquedo serd o mesmo, ou seja, a quantidade de carrinhos pintados de cada uma
das cores ndo seria alterada. Por exemplo, se o primeiro separador fosse colocado na posicédo
do segundo e o segundo, por sua vez, na posi¢cdo do terceiro e este na posi¢do do primeiro,
ndo iria interferir na quantidade de carrinhos pintados de cada cor, isto é, continuariamos com
dois carrinhos brancos, dois verdes, quatro amarelos e dois carrinhos na cor laranja (Figura
14-d).

Pelo PFC, vocé pode permutar as decisdes que tomou de 3 - 2 - 1 = 6 formas possiveis

e estas permutagOes néo interferem na quantidade de carrinhos pintados de cada cor. Portanto,

227 expressa a quantidade de modelos do brinquedo caminhdes-cegonha que podem ser

3!
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produzidos. Note que essa expressao indica uma combinacdo de 9 elementos tomados 3 a 3,
isto €, escolher as trés posicOes para os separadores dentre 0s nove espacos disponiveis.

Resposta B

PROBLEMA 02 (ENEM - 2018)
O Saldo do Automdvel de S&o Paulo é um evento no qual vérios fabricantes expdem
seus modelos mais recentes de veiculos, mostrando, principalmente, suas inovaces em

design e tecnologia. Disponivel em: http:/g1.globo.com. Acesso em: 4 fev. 2015 (adaptado)

Uma montadora pretende participar desse evento com dois estandes, um na entrada e outro na
regido central do saldo, expondo, em cada um deles, um carro compacto e uma caminhonete.
Para compor os estandes, foram disponibilizados pela montadora quatro carros compactos, de
modelos distintos, e seis caminhonetes de diferentes cores para serem escolhidos aqueles que
serdo expostos. A posi¢do dos carros dentro de cada estande é irrelevante.

Uma expressdo que fornece a quantidade de maneiras diferentes que os estandes podem ser
compostos é:

a) A1y

b) Co

C)CZXCEx2x2

d) A2 x A2 x 2 x2

e) C2 X C?

(Disponivel em http://portal.inep.gov.br/provas-e-gabaritos acesso em 09/01/2020)

Uma solucéo:

Para resolver esse problema, primeiramente vamos analisar os dados fornecidos:
temos quatro opgbes de carros compactos de diferentes modelos e seis caminhonetes de
diferentes cores (Figura 15). Além disso, podemos criar 0 esquema descrito na Figura 16 para

montar uma estratégia para encontrar a solucéo.

Figura 15: Opcdes de carro compacto e de caminhonetes e Estandes de entrada e central.

Opg()es de Carro Compacto

oS

Opgoes de Caminhonete

Fonte: Criado pelo proprio autor.


http://g1.globo.com/
http://portal.inep.gov.br/provas-e-gabaritos

57

Figura 16: Opcdes de carro compacto e de caminhonetes e Estandes de entrada e central.

Espaco destinado ao Espaco destinado para a
Carro Compacto Caminhonete

Estande de Entrada

Espaco destinado ao Espaco destinado para a
Carro Compacto Caminhonete

Estande Central
Fonte: Criado pelo proprio autor.

Colocando-se no lugar do funcionario responsavel por determinar qual carro e
caminhonete ficara em cada estande da feira, a partir do esquema acima, a primeira decisdo a
ser tomada é escolher o carro compacto que serd colocado no estande da entrada. O problema
informa que ha quatro carros compactos disponiveis, portanto a primeira decisdo pode ser
tomada de 4 maneiras distintas. Ainda no estande da entrada, vocé pode escolher a camionete,
que ficara junto com o carro, de seis maneiras diferentes. Ja para o estande central, o carro
compacto pode ser escolhido de trés formas diferentes, pois um dos carros ja foi escolhido
para ocupar o estande de entrada. E a Ultima decisao a ser tomada € a escolha da caminhonete
a ser colocada no estande central, esta pode ser escolhida de cinco formas diferentes, pois uma
das caminhonetes ja foi utilizada para ocupar o estande da entrada. Pelo PFC, essas quatro
escolhas podem ser realizadas de 4 - 6 - 3 - 5 = 360 formas diferentes.

Analisando todas as alternativas, a op¢ao “e”, a qual é determinada pela expressdo
C? x C? x 2 x 2 é a alternativa correta, pois ao realizar os calculos, esta é a alternativa que
apresenta 0 mesmo valor encontrado:

C2xCZx2x2=22-2-2-2=360,
Ou seja, encontramos a expressdao 4 - 6 -3+ 5 = 360.

Resposta E.

PROBLEMA 3 (OBMEP - 2016, 12 Fase — Nivel 3)

Bruno tem 5 figurinhas idénticas com a bandeira da Alemanha, 6 com a bandeira do
Brasil e 4 com a Colémbia. Ele quer fazer um pacote com pelo menos 3 dessas figurinhas. De
guantas maneiras ele pode fazer esse pacote?
a) 110
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b) 120
c) 200
d) 201
e) 210
(Disponivel em http://www.obmep.org.br/provas.htm acesso em 09/01/2020)

Uma solucéo:

Para realizar o calculo que ird definir a quantidade de pacotes que podem ser feitos
com as figurinhas disponiveis é preciso decidir quantas figurinhas de cada pais sera colocado
nesse pacote.

As formas de escolher quantas figurinhas da Alemanha sera colocado no pacote
podem ser: 0, 1, 2, 3, 4 e 5, totalizando seis formas. As formas de escolher a quantidade de
figurinhas do Brasil que sera colocado no pacote sdo: 0, 1, 2, 3, 4, 5 e 6, totalizando sete
formas. Ao escolher a quantidade de figurinhas da Colombia para colocar no pacote pode-se
proceder de cinco formas, sendo elas: 0, 1, 2, 3 e 4. Pelo PFC, o numero de formas de
escolher a quantidade de figurinhas da Alemanha, Brasil e Colombia para colocar no pacote,
sucessivamente, & 6-7 -5 = 210.

Note que ao realizar o produto 6 - 7 - 5 estdo sendo contabilizados até os pacotes com
0, 1 e 2 figurinhas. O problema pede para fazer pacotes com pelo menos trés figurinhas, ou
seja, pacotes com 0, 1 e 2 figurinhas ndo configura a resposta do problema. Existe apenas um
pacote que contém zero figurinhas. Existem trés pacotes que contém uma figurinha, sendo
eles: um pacote com uma figurinha da Alemanha, um pacote com figurinha do Brasil e um
pacote com uma figurinha da Colombia. EXxistem seis pacotes com duas figurinhas, sendo
eles: um pacote com duas figurinhas da Alemanha; um pacote com duas figurinhas do Brasil;
um pacote com duas figurinhas da Colombia; um pacote com uma figurinha da Alemanha e
uma do Brasil; um pacote com uma figurinha da Alemanha e uma da Colombia; e, por fim,
um pacote com uma figurinha do Brasil e uma figurinha da Colombia. A quantidade de
pacotes com 0, 1 ou 2 figurinhas é 1 + 3 + 6 = 10.

Logo, a quantidade de pacotes que podem ser formados com pelo menos trés
figurinhas é 210 — 10 = 200.

Resposta C.
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PROBLEMA 4 (OBMEP - 2015, 12 Fase — Nivel 2)

Em uma Olimpiada de Matematica, foram distribuidas varias medalhas de ouro, vérias
de prata e varias de bronze. Cada participante premiado pode receber uma unica medalha.
Aldo, Beto, Carlos, Diogo e Elvis participaram dessa olimpiada e apenas dois deles foram
premiados. De quantas formas diferentes pode ter acontecido essa premiagao?

a) 20

b) 30

c) 60

d) 90

e) 120

(Disponivel em http://www.obmep.org.br/provas.htm acesso em 09/01/2020)

Uma Solucéo:

Para realizar esta contagem é preciso saber quantas duplas de ganhadores de medalha
podem ser formadas com Aldo, Beto, Carlos, Diogo e Elvis e depois calcular de quantas
maneiras cada dupla pode receber a premiacao.

Para formar a dupla a primeira pessoa pode ser escolhida entre cinco e a segunda entre
quatro pessoas, pois cada pessoa pode ganhar apenas um prémio. A ordem em que essas duas

. o . ~ 54 .
pessoas foram escolhidas ndo é relevante. Portanto, pelo PFC sdo Pl 10 maneiras

diferentes de determinar a dupla de ganhadores. Cada participante da dupla pode ganhar o
prémio de trés formas diferentes, sendo elas: ouro, prata e bronze. Pelo PFC, a premiacgéo
pode ser realizada de 3 - 3 = 9 formas diferentes para cada dupla.

Sendo dez o total de duplas possiveis para receber a premiagdo e nove a quantidade de
formas que cada dupla pode receber as medalhas, 10 - 9 = 90 define a quantidade de formas
diferentes que pode ter acontecido a premiagéo.

Resposta D.

PROBLEMA 5 (OBMEP - 2018, 12 Fase — Nivel 3)

Um estacionamento tem 10 vagas, uma ao lado da outra, inicialmente todas livres. Um
carro preto e um carro rosa chegam a esse estacionamento. De quantas maneiras diferentes
esses carros podem ocupar duas vagas de forma que haja pelo menos uma vaga livre entre

eles?
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a) 56
b) 70
c)71
d) 72
e) 80
(Disponivel em http://www.obmep.org.br/provas.htm acesso em 09/01/2020)

Uma solucéo:
Para resolver esse problema, vamos numerar a vagas do estacionamento de 1 até 10 da

esquerda para a direita, conforme a Figura 17.

Figura 17: Estacionamento com vagas numeradas de 1 a 10

1 2 3 q D ] 7 5 ) 10

Fonte: Criado pelo préprio autor

Agora vamos dividir o problema em dois casos:
1) Quando o primeiro motorista a chegar no estacionamento decide estacionar nas vagas de
namero 1 ou 10. Se isso acontece, 0 segundo motorista tem oito maneiras de estacionar. Pelo
PFC, 2 -8 = 16 é o numero de formas que os dois carros podem ser estacionados.
2) Quando o primeiro motorista a chegar no estacionamento decide estacionar nas vagas de
namero 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 ou 9. Se isso acontece, o0 segundo motorista tem apenas sete formas
de estacionar seu carro. Pelo PFC, 8 -7 = 56 sdo as formas dos dois motoristas estacionarem
Seus carros.

Usando o principio aditivo, tem-se 16 + 56 = 72 formas dos dois motoristas
estacionarem seus carros de forma que exista pelo menos uma vaga entre eles.

Resposta D.
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PROBLEMA 6 (OBMEP - 2012, 12 Fase — Nivel 3)
Seis amigos, entre eles Alice e Bernardo, vao jantar em uma mesa triangular, cujos
lados tém 2, 3 e 4, como na figura. De quantas maneiras esses amigos podem sentar-se a mesa

de modo que Alice e Bernardo fiqguem juntos e em um mesmo lado da mesa?

a) 288

b) 6720

c) 10080

d) 15120

e) 60480

(Disponivel em http://www.obmep.org.br/provas.htm acesso em 09/01/2020)

Uma solucao:

Para resolver este problema, sugere-se sua divisdo em trés casos:

1° caso: quando o casal decide sentar no lado da mesa que possui dois lugares.

Alice ao escolher sua cadeira neste lado da mesa pode realizar essa decisdo de duas
formas, sobrando apenas uma forma para Bernardo escolher sua cadeira. Com isso, restam
sete cadeiras para 0s quatro amigos sentarem. Dessa forma, pelo PFC, os seis amigos podem
se sentarem namesmade 2-1-7-6-5-4 = 1680 forrmas diferentes.

2° caso: quando o casal decide sentar no lado da mesa que possui trés cadeiras.

Alice, ao sentar neste lado da mesa pode escolher sentar nas pontas ou no meio. Se
Alice escolher sentar nas pontas ela pode fazer essa escolha de duas maneiras e para Bernardo
resta apenas uma forma de escolher sua cadeira. Restando aos quatro amigos sete cadeiras
para se sentarem. Dessa forma, pelo PFC, existem 2-1-7-6-5-4 = 1680 maneiras dos
seis amigos se sentarem & mesa. Caso Alice escolha sentar no meio ter4 apenas uma forma de
escolher sua cadeira e para Bernardo duas formas de escolher sua cadeira. Restando aos
quatro amigos sete cadeiras para se sentarem. Dessa forma, Pelo PFC, existem 1-2-7-6-5-
4 = 1680 formas dos seis amigos se sentarem a mesa.

3° caso: quando o casal decide sentar no lado da mesa que possui quatro cadeiras.
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Alice, ao escolher sua cadeira neste lado da mesa pode escolher sentar nas pontas ou
nos meios. Se Alice escolher sentar nas pontas ela pode fazer a escolha de duas maneiras e
para Bernardo sentar ao seu lado resta apenas uma forma de escolher sua cadeira. Restando
aos quatro amigos sete cadeiras para se sentarem. Dessa forma, pelo PFC, existem 2-1-7 -
6-5-4 = 1680 maneiras dos seis amigos se sentarem a mesa. Caso Alice escolha se sentar
nos meios ela pode realizar a escolha da sua cadeira de duas formas e, desta forma, Bernardo
tem duas formas de escolher sua cadeira. Restando aos quatro amigos sete cadeiras para
sentarem. Dessa forma, pelo PFC,2-2-7-6-5-4 = 3360 .

Pelo principio aditivo, tem-se 1680 4+ 1680 + 1680 + 1680 + 3360 = 10080
formas dos seis amigos se sentarem a mesa.

Resposta C.

Ao analisar as questbes do ENEM, verificou-se o uso de férmulas de arranjo e
combinagédo nas alternativas, indo contra ao exposto nos Parametros Curriculares Nacionais e
na Base Nacional Comum Curricular, que defendem que o aluno deve ser capaz de elaborar
estratégias para resolver um problema sem recorrer ao uso de formulas. A nosso ver o uso de
formulas de agrupamentos utilizado nas alternativas apresentadas nas questfes de provas do
ENEM, ndo valoriza e ainda prejudica o estudante que ndo decorou tais férmulas, mas que,
mesmo assim, resolve os problemas de analise combinatdria utilizando o principio
fundamental da contagem.

Ja as questBes encontradas e analisadas nas provas da OBMEP nédo foram encontradas
formulas de agrupamentos nos enunciados e alternativas de respostas. Sendo possivel
verificar também, que os problemas necessitam de estratégias para resolucdo e as férmulas

por si s6 ndo levariam o aluno a resposta correta.
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CONSIDERACOES FINAIS

Ao decorrer deste percurso, onde pesquisamos, escrevemos e propomos atividades de
ensino de analise combinatoria através de resolucdo de problemas, foi possivel compreender
melhor esta metodologia e entender que o ensino da Matematica deve ser algo que possa
abastecer o aluno de estratégias de resolugdo, ndo sé de problemas matematicos, mas também
de problemas do dia a dia, dos quais é imprescindivel o raciocinio logico e racional. O ensino
da matematica ndo deve ser um caminho percorrido sem fins proveitosos a vida cotidiana, ela
deve ser vista como uma ferramenta necessaria para encarar de forma sensata certas situacdes
do dia a dia.

A metodologia de resolucdo de problemas, que antes desse trabalho era tdo
especulada, hoje esta mais nitida e proporciona uma visdo do ensino e aprendizagem da
Matematica como um processo evolutivo de um pensamento dedutivo. Além disso, foi
possivel constatar que o contetdo de andlise combinatoria exige muito desse pensamento
dedutivo, de estratégias e de técnicas que sO serdo desenvolvidas se o aluno agir ativamente
nesse processo. Percebe-se que o ensino da Matematica ndo deve ser encaminhado de forma
que o aluno apenas reproduza as informacgdes transmitidas pelo professor.

Nesse sentido, procurou-se, ao elaborar a proposta de ensino, propor atividades
diferentes e atrativas, em virtude de sabermos que atualmente esta dificil prender a atencdo do
aluno com todas as atracBes que o cercam dentro e fora da sala de aula. Ainda mais que,
guando se trata de resolver problemas, as situacdes abordadas devem ser interessantes e
desafiadoras para os alunos, para que eles se sintam motivados e engajados a querer resolver.

Buscamos, com este trabalho, auxiliar na solugdo de uma das maiores dificuldades
encontradas nos dias de hoje em sala de aula, que é prender a atencdo do aluno, visto que a
proposta de ensino foi pensada objetivando envolver o aluno para que ele enxergue a
Matematica com outros olhos e comece a se interessar pela disciplina e também servir aquele
professor que ndo possui tanto dominio em relacdo ao conteddo de analise combinatoria a
posicionar-se como mediador.

Portanto, pode-se concluir que este trabalho foi de grande importancia, pois se pdde
compreender melhor a metodologia e contetudo estudado e uni-los em uma proposta didatica
de ensino de analise combinatdria por meio de resolucdo de problemas que ira auxiliar o
professor a transformar o ensino de matematica menos bitolado e amarrado a férmulas, como

¢ tradicionalmente.
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