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RESUMO

Este trabalho tem como principal objetivo contribuir para a insercao do ensino de
Geometria Esférica no ensino médio. Para tanto, apresenta uma pesquisa bibliografica
acerca da histéria do desenvolvimento do conhecimento geométrico até Euclides e a com-
pilacao de sua obra Os elementos, bem como a controvérsia que orbitava o quinto postu-
lado, até a descoberta das geometrias nao euclidianas, em especial a geometria esférica,
escolhida para ser o foco deste trabalho. Em seguida, trata de uma sequéncia de elemen-
tos e propriedades e apresenta uma proposta de ensino, de modo a introduzir conceitos

bésicos desta geometria.

Palavras-chave: Geometrias nao euclidianas. Geometria Esférica. Ensino de

geometria.



ABSTRACT

This work aims to contribute to the insertion of the teaching of Spherical Geometry
in high school. To this end, it presents a bibliographical research on the history of the
development of geometric knowledge until Euclid and the compilation of his work The
Elements, as well as the controversy that orbited the fifth postulate, until the discovery
of non-Euclidean geometries, in particular, the spherical geometry, chosen to be the focus
of this work. It then deals with a sequence of elements and properties and presents a

teaching proposal in order to introduce basic concepts of this geometry.

Keywords: Non-Euclidean geometries. Spherical geometry. Geometry teaching.
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1 INTRODUCAO

De acordo com Fiorentini e Lorenzato (2006, p. 60) a pesquisa é “[...] um pro-
cesso de estudo que consiste na busca disciplinada/metédica de saberes ou compreensoes
acerca de um fenomeno, problema ou questao da realidade ou presente na literatura o qual
inquieta/instiga o pesquisador perante o que se sabe ou diz a respeito”. Estes autores
ainda apontam que a pesquisa bibliogréafica deve ser feita preferencialmente sobre docu-
mentacao e ajuda a organizar os registros relativos as informagoes de forma sistematica.
Nesse sentido, elaboramos este trabalho com base em uma pesquisa do tipo bibliografica,
envolvendo trabalhos relevantes que versam sobre geometrias nao euclidianas e, especial-
mente, geometria esférica.

Neste trabalho apresentamos uma possibilidade para o ensino de conceitos basicos
de geometria esférica no ensino médio. Tendo em vista que a maioria dos livros didaticos
traz uma abordagem simplificada e direta para o estudo da esfera e da superficie esférica,
sentimos a necessidade de inserir o estudo desta geometria nao euclidiana através de uma
abordagem mais completa e baseada em elementos e propriedades que a difere da geome-
tria euclidiana, mas que possa ser eficaz para mostrar o poder das defini¢oes, axiomas e
postulados, onde novas defini¢coes para retas e segmentos de reta podem trazer ao aluno
uma visao mais ampla dos objetos que a matematica permite analisar, compreender,
calcular, construir e admirar.

Alinhado a este pensamento, elaboramos o texto que segue, partindo de um estudo
aprofundado do contexto historico que deu origem as geometrias nao euclidianas, ressal-
tando o nome de alguns matematicos que contribuiram grandemente para a criacao de
novas ferramentas de cdlculo e compreensao de superficies curvas. A historia dos quase
vinte séculos envolvidos neste processo constitui um capitulo particularmente interessante
da histéria da matematica e, em consonancia com D’Ambrosio (2012, p. 27), a percepgao
da histéria da matemaética é essencial em discussoes sobre a matemética e seu ensino.
Ademais, os Parametros Curriculares Nacionais - PCN (BRASIL, 1998) destacam que
“a Matematica nao evoluiu de forma linear e logicamente organizada. Desenvolveu-se
com movimentos de idas e vindas, com rupturas de paradigmas.” (BRASIL, 1998, p. 25)
Nesse sentido, acreditamos que apresentar a histéria do desenvolvimento das geometrias
nao euclidianas pode ajudar a reconhecer a matematica com uma ciéncia viva, além de
ser um importante elemento para perceber como teorias e praticas matematicas foram
criadas, desenvolvidas e utilizadas em contextos especificos de suas épocas.

Em seguida passamos para o estudo de alguns elementos e propriedades da geo-
metria esférica, permitindo ao leitor se familiarizar com este tema, através de defini¢oes
simples e precisas e auxiliadas pela visualizagao dos objetos estudados. As figuras apre-
sentadas neste trabalho, com exce¢ao das referenciadas, foram construidas pelos autores

utilizando o ambiente 3D do software livre de geometria dinamica GeoGebra.
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De posse dos elementos e propriedades iniciais da geometria desenvolvida na su-
perficie esférica, que acreditamos ser de acesso e entendimento aos estudantes do ensino
médio, de acordo com a abordagem e adaptagoes didaticas, preparamos uma sequéncia de
atividades que visam efetivar a assimilagao dos conceitos estudados e desenvolver habili-
dades de calculos de area e volume utilizando os conhecimentos da geometria euclidiana
plana aliado aos novos conhecimentos vistos na geometria esférica. Com isso, concluimos
a proposta de motivar professores e alunos a estudar uma geometria que parte de um des-
membramento da geometria organizada por Euclides, mas que permite uma compreensao

mais profunda e correta dos objetos que manipulamos quase diariamente.

1.1 Contextualizacao do tema e problema

O ensino de geometria ministrado na educagao basica limita-se a geometria apre-
sentada nos livros didaticos, ou seja, a geometria que teve sua origem na antiguidade e
que esta enraizada de influéncia euclidiana e, por conta disso, os alunos saem do ensino
médio com quase total desconhecimento das geometrias nao euclidianas.

E importante salientar que a geometria euclidiana tem grande aplicabilidade no
nosso cotidiano, porém, esta geometria possui limitagoes, fato este que pode ser facilmente
percebido ao se tentar calcular distancias entre dois pontos ou medidas de angulos em
superficies curvas, tais como superficies esféricas, elipticas ou hiperbdlicas.

Desde os primordios até os dias atuais, o ser humano passou por diversas trans-
formacoes, mudando seu modo de enxergar o universo e a si proprio. No entanto, deter-
minados conhecimentos matematicos percorreram milénios consagrando-se como verdades
absolutas e insuperaveis. Mas a geometria euclidiana é realmente a tnica capaz de re-
presentar todas as possibilidades do universo? Por exemplo, a superficie terrestre e sua
forma elipsoidal, as ondas do mar, as montanhas, entre tantos outros exemplos que encon-
tramos facilmente na natureza, comprovam a dificuldade de desenvolver alguns conceitos
geométricos fundamentados por nogoes primitivas como ponto, reta e plano (BRUM;
SCHUHMACHER, 2013).

A importancia de ensinar as geometrias nao euclidianas na educacao bésica se da
no entendimento de que a geometria euclidiana nao é a tnica possivel e que pode ser
praticada no mundo em que vivemos, além disso, muitos dos nossos problemas cotidianos
sao resolvidos gracas as geometrias nao euclidianas. Sendo assim, o estudo e a realizacao
de atividades sobre essas geometrias podem proporcionar reflexdes importantes acerca da
validade, coeréncia e rigor de sistemas axiomaticos, assim como pode auxiliar na compre-

ensao e interagao com o meio em que vivemos.
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1.2 Justificativa

Considerando a importancia do estudo de geometria para a formacao e desenvol-
vimento dos alunos, acreditamos que, como argumenta Fiorentini (1995, p. 5) que sem
estudar esse topico matematico as pessoas nao irao desenvolver o pensamento geométrico
que é necessario para resolver problemas do quotidiano. Também nao saberao fazer uso
dos conceitos geométricos para compreender e resolver questoes em outras areas do co-
nhecimento, como, por exemplo, Geografia e Astronomia, onde se torna fundamental uma
pratica pedagbgica que possibilite a construgao e ampliacao desse pensamento. Gravina
(2001) destaca que a precaria formacgao escolar dos alunos em geometria é evidenciada nos
desempenhos dos calouros que cursam a disciplina de Geometria I do curso de Licenciatura
em Matematica da UFRGS, que chegam ao curso superior sem as habilidades intelectuais
necessarias a construcao do pensamento geométrico. A mesma autora ainda aponta que
“Abstrair, generalizar, estabelecer relacoes, errar, fazer conjeturas, demonstrar — as agoes
que caracterizam o processo de criagao em matematica lhes sdo estranhas.” (GRAVINA,
2001, p. 4).

Uma das justificativas para o ensino de outras geometrias que nao estao presentes

no curriculo e nos livros didéaticos se encontra nos Parametros Curriculares Nacionais -

PCN (BRASIL, 1998):

Uma instancia importante de mudanga de paradigma ocorreu quando se
superou a visao de uma unica geometria do real, a geometria euclidiana,
para aceitacao de uma pluralidade de modelos geométricos, logicamente
consistentes, que podem modelar a realidade do espago fisico. (BRASIL,
1998, p. 25).

Através deste trabalho, pretende-se elaborar uma proposta de ensino de Geometria
Esférica, com o auxilio de um ambiente de geometria dinamica e de materiais concretos,
que leve em consideracao a exploragao de objetos geométricos no modelo esférico e pos-
sibilite ao aluno visualizar, analisar e, por fim, deduzir propriedades desta geometria,
constituindo assim o pensamento geométrico de natureza dedutiva, levando a uma apren-
dizagem mais significativa.

Pretende-se que o material a ser desenvolvido concentre os aspectos histéricos
que levaram ao descobrimento e desenvolvimento dessa geometria, bem como o estudo
dos elementos e propriedades da geometria esférica, além de atividades que possam ser

desenvolvidas no ensino médio.
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2 ORIGENS DA GEOMETRIA

Os seres humanos sempre estiveram cercados por uma abundante variedade de
formas geométricas fornecidas pela natureza e, desde os tempos mais remotos, o homem
primitivo parecia possuir uma capacidade inata de perceber essas configuragoes e compara-
las quanto a forma e ao tamanho. Nogoes sobre curvas, superficies e volumes podem ter
surgido na mente humana da observacao do meio ambiente. Por exemplo: o arco-iris
sugere uma curva, as bolhas de dgua tém a forma de um hemisfério e os troncos das
arvores, de cilindros. Por esta razao, ao elaborar um relato em ordem cronoldgica sobre
a origem e desenvolvimento da geometria, impoe-se a questao de por onde comecar.

E diffcil precisar a origem da geometria, uma vez que as origens do tema sao ante-
riores a escrita, sendo baseadas em poucas evideéncias restantes a partir dos documentos
que sobreviveram. Podemos, no entanto, compreender as razoes de seu surgimento. De
acordo com Boyer (2012, p. 26), o homem neolitico (c. 7000-3000 a.C.), através de seus
desenhos, figuras, tecidos e cestas, ja apresentava uma preocupacao com relacoes espaci-
ais, congrueéncia, simetria e escala que abriram o caminho para a geometria. De forma
admiravel, o homem primitivo foi capaz de transformar a percepcao sobre o espaco a sua
volta em uma espécie de geometria rudimentar basica, que foi utilizada para construir
moradias, tecer, confeccionar vasos e potes e para fazer pinturas e ornamentos. Contudo,
apesar de notavel, essa geometria era muito intuitiva e precisava de uma fundamentacao
epistémica minima.

Muitos séculos de estudos e contribuicoes a geometria se passaram até que o homem
passasse a estabelecer procedimentos gerais baseados em situagoes geométricas particula-
res, provavelmente, recorrendo a métodos baseados na observacao e na experimentacao,
caracterizando um método indutivo rudimentar. Boyer (2012, p. 29) declara que o his-
toriador grego Herddoto (4847-4247 a.C.) atribui aos egipcios a origem da geometria,
acreditando que a mesma tenha surgido da necessidade pratica de realizar novas medigoes
de terras apds as inundacoes anuais do rio Nilo, fazendo desaparecer os limites de terra
concernentes a cada um. Isso explica a origem da palavra geometria, que vem do grego ge-
ometrein (geo significa “terra”, e metrein, “medir”). O filésofo grego Aristételes (384-322
a.C.), porém, atribui a descoberta da geometria pelos egipcios a ociosidade dos sacerdotes
que, como classe privilegiada, dispunha de tempo para reflexdes como essas.

Contudo, havia uma deficiéncia no nivel de conhecimentos geométricos desenvolvi-
dos em civilizagoes mais antigas (como a egipcia e a babilonica) que, embora significativa,
limitava-se a uma colecao de regras empiricas que jamais foram formuladas genericamente.
Os especialistas que as utilizavam concentravam-se em saber como elas funcionam, sem
nunca se preocupar com os seus porqués e, nessas condi¢oes, nao havia como garantir a
veracidade de um resultado ou regra. Em outras palavras, como diferenciar procedimentos

corretos de procedimentos apenas aproximados?
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A julgar pelos dados histéricos de que dispomos, as primeiras manifestacoes de
preocupagao com os porqués em matematica sé ocorreriam durante a primeira metade
do sexto século a.C., em alguma das muitas cidades-Estados gregas. Eves (2011, p. 94)
declara que, pela primeira vez na matematica, bem como em outros campos, o homem pas-
sou a formular questoes fundamentais como “Por que os angulos da base de um triangulo
isosceles sao iguais?” e “Por que o diametro de um circulo divide esse circulo ao meio?”.
E dessa preocupagcao que nasce a matematica, no sentido moderno da palavra, uma ciéncia
em que as “verdades” decorrem de raciocinios organizados em demonstracoes e nao de
métodos empiricos, por melhores que sejam.

Os primeiros passos significativos nesse sentido, onde a geometria recebeu as pri-
meiras tentativas de deducoes sisteméaticas (geometria demonstrativa)!, foram dadas por
Tales (6407-564? a.C.), um sabio natural da cidade-Estado grega de Mileto, na Asia
Menor. Como refere Mlodinow (2010, p. 24), Tales tem a honra de ser a pessoa mais fre-

quentemente designada como o primeiro matematico do mundo, além de ser considerado

o primeiro dos Sete Sdbios da Antiguidade.

Figura 1: Tales de Mileto

Fonte: Neto (2018)

Nao se conhece muito sobre a vida de Tales; segundo parece, ele comegou como
mercador e, dotado de rara inteligéncia, tornou-se rico o bastante para, depois, dedicar
boa parte de sua vida aos estudos e a algumas viagens. Conta-se que Tales viveu por algum
tempo no Egito e que causou grande admiracao ao calcular a altura de uma piramide por
meio da sombra desta e de uma vara de tamanho conhecido. Quando retornou a Mileto,
ganhou o merecido respeito de seus conterraneos, como estadista, homem de negdcios,
filosofo, matematico e astronomo.

Sobre Tales, relatam-se algumas historias engracadas. Uma delas diz que certa

ocasiao, depois de anoitecer, ele caminhava com os olhos voltados para o céu e, distraido,

'H4 alguns historiadores da matemética antiga, em particular Otto Neugebauer, que discordam dessa
explicagao tradicional evoluciondria da origem da matemédtica demonstrativa e sao favoraveis a uma
explicagcdo mais revoluciondria segundo a qual a mudanca teria se iniciado com a descoberta da irracio-
nalidade de v/2. (EVES, 2011, p. 94).
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caiu num fosso. Correndo a noticia, nao faltou quem perguntasse: como pretendia enten-
der os céus um homem que nao enxergava um palmo a frente de seu nariz? Nao obstante,
em outra oportunidade, segundo um relato, ele provou que também tinha espirito pratico:
prevendo uma safra de olivas muito abundante, obteve o monopdlio de todas as prensas
de azeite da regiao, alugou-as depois da colheita e obteve um grande lucro.

Em geometria, creditam-se a Tales os seguintes resultados:

1. Um circulo é bissectado por seu diametro.

2. Os angulos da base de um triangulo isosceles sao congruentes.

3. Angulos opostos pelo vértice sao congruentes.

4. Se dois triangulos sao tais que dois angulos e um lado de um deles sao con-
gruentes respectivamente a dois angulos e um lado do outro, entao os triangulos sao
congruentes.

5. Todo angulo inscrito num semicirculo é reto. (Este resultado era conhecido
pelos babilonios cerca de 1.400 anos antes, no entanto, é atribuido a Tales uma espécie
de demonstracao deste resultado.)

E curioso que entre os resultados atribuidos a Tales nao figure explicitamente o
teorema que trata de um feixe de paralelas cortadas por duas transversais e conhecido,
entre nos, por teorema de Tales, contudo, em consequéncia de que o calculo da altura da
piramide pressupoe o conhecimento da relacao entre semelhanca de triangulos e proporci-
onalidade dos lados correspondentes e, portanto, tem ligacao com o teorema, o crédito é
valido e a homenagem é merecida. Ademais, nao se pode avaliar o mérito matematico de
Tales somente pelos resultados atribuidos a ele, pois muito mais importante foi ele tée-los
obtido mediante alguns raciocinios légicos e nao pela intuicao ou experimentagao.

A sistematizacao iniciada por Tales foi continuada ao longo dos dois séculos se-
guintes por Pitdgoras de Samos (5867-5007 a.C.) e seus discipulos. A ilha de Samos,
localizada no Mar Egeu, era uma rica cidade-Estado grega governada pela classe mercan-
til, mais preocupada em expandir seu poder do que fomentar o saber. Por esta razao,
aos 18 anos de idade, Pitdgoras foi para a ilha de Lesbos, onde estudou filosofia por dois
anos. Depois disso, seguiu para o Egito e Babilonia, absorvendo informagoes matematicas,
astronomicas e religiosas.

Mais tarde, ao retornar ao mundo grego, Pitagoras estabeleceu-se em Crotona,
local onde fundou sua famosa escola pitagdrica que, apesar do clima de misticismo que a
cercava, teria uma grande influéncia nos rumos da filosofia e da ciéncia, particularmente
a matematica. Uma das caracteristicas da escola era a tradicao oral: os ensinamentos
eram transmitidos sem que nada fosse escrito e, por conta disso, o pouco de que se sabe
sobre a producao matematica dessa escola provém de fontes indiretas, muitos séculos
posteriores a sua extingao e nem sempre concordantes. Além disso, todas as realizagoes
da escola costumavam ser atribuidas a seu fundador, sendo, portanto, dificil determinar

quais descobertas matematicas sao devidas a Pitagoras ou aos outros membros da escola
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pitagérica.

Figura 2: Pitdgoras de Samos

Fonte: Eves (2011)

A filosofia pitagoérica baseava-se no lema de que “tudo é niimero” o que, de acordo
com Eves (2011, p. 97) levou a uma exaltacao e ao estudo das propriedades dos niimeros e
da aritmética (no sentido de teoria dos nimeros), juntamente com a geometria, a musica
e a astronomia. Boyer (2012, p. 56) relata que pode-se perceber neste lema uma forte
afinidade com a Mesopotamia, uma vez que os babilonios associaram diversas medidas
numéricas as coisas que os cercavam, desde a quantidade e o valor de seus escravos até os
movimentos nos céus.

Nao ha duvidas de que os pitagoricos desempenharam um papel muito importante
na historia da matematica. No Egito e na Mesopotamia, os elementos de aritmética e
geometria eram basicamente exercicios de aplicagao de processos numéricos a problemas
especificos e, para os pitagoricos, a matematica relacionava-se muito mais com o amor a
sabedoria do que com as exigéncias da vida pratica (BOYER, 2012, p. 56). Nesse sentido,
costuma-se atribuir aos pitagoricos a criagao da matematica pura, ou seja, da matematica
cultivada sem objetivos praticos.

Possivelmente, a maior contribuicao da escola pitagérica a matematica tenha sido
o reconhecimento de que esta ciéncia lida com abstragoes. Na geometria, mostraram que
a soma dos angulos internos de um triangulo é o angulo raso e descobriram as grandezas
incomensuraveis. Também se deve a Pitadgoras a descoberta independente do teorema
sobre triangulos retangulos que hoje leva seu nome — que o quadrado da hipotenusa de um
triangulo retangulo ¢ igual a soma dos quadrados dos catetos. O resultado deste teorema
ja era conhecido pelos babilonios ha mais de mil anos, mas sua primeira demonstracao
geral pode ter sido dada por Pitagoras.

Passado algum tempo, a escola pitagérica foi fechada sob a acusacao de apoiar a
aristocracia, contraria ao governo, o que fez com que a confraria se dispersasse. Pitagoras
refugiou-se, entao, em Metaponto, uma outra colonia grega do sul da Italia, onde ficou

até sua morte. A escola pitagorica ainda sobreviveu por ao menos mais dois séculos, com
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seus membros dispersos pelo mundo grego.

Do exposto, podemos concluir que as ciéncias (em particular, a matematica) rece-
beram dos gregos as primeiras tentativas de sistematizacao. Ha quase 26 séculos, Tales
provou que algumas propriedades das figuras geométricas podiam ser deduzidas de ou-
tras, elaborando os primeiros teoremas geométricos e Pitagoras, juntamente com seus
discipulos, foi responsavel por dar novo impulso a pesquisa e desenvolvimento de relagoes
légicas entre as proposigdes matematicas. Ainda, Hipdcrates de Quio (c. 440 a.C.), Platao
(4277-347 a.C.), Aristételes (384-322 a.C.) e outros sucessores de Pitdgoras contribuiram
grandemente para o desenvolvimento da geometria, bem como para sua organiza¢ao como
ciéncia, mas coube a Euclides de Alexandria (3257-2657 a.C.), por volta de 300 a.C.,
coordenar e sistematizar boa parte do conhecimento matematico da época, incluindo a
geometria, em uma colecao de treze livros intitulada Os elementos, primeira obra a chegar

em sua inteireza aos nossos dias.

Figura 3: Euclides de Alexandria

Euclides foi um matemaético grego que viveu na primeira metade do século III a.C.
e, apesar da fama atribuida a ele devido ao seu best-seller, muito pouco se sabe sobre seus
dados biograficos, exceto que, segundo Eves (2011, p. 167), ele foi o fundador da famosa
e duradoura escola de matematica de Alexandria, da qual certamente foi professor. Boyer
(2012, p. 87) observa que, da natureza do trabalho de Euclides, pode-se presumir que
ele tenha estudado com discipulos de Platao, sendo na prépria Academia (fundada por
Platao em Atenas, por volta de 387 a. C., foi uma instituicao orientada por propdsitos
sistematicos de investigacao cientifica e filoséfica, cujo lema, fixado a entrada da mesma,
dizia: “Que aqui nao adentrem aqueles nao versados em geometria”).

Das estorias contadas sobre Euclides, destacam-se uma que diz que, quando um
de seus alunos lhe perguntou sobre a serventia do estudo de geometria, o mestre ordenou
que seu escravo desse uma moeda ao aluno, para que este tivesse algum ganho com o que
estava aprendendo; e a outra é sobre a célebre frase atribuida a Euclides: “Nao héa atalhos
reais na geometria”, que teria sido dita em resposta a pergunta de Ptolomeu sobre se

havia um caminho mais curto do que Os elementos para o conhecimento geométrico.
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2.1 Os elementos de Euclides

A mais antiga tentativa conhecida de organizar a geometria num encadeamento
l6gico-dedutivo deve-se ao sabio grego Euclides em sua obra-prima Os elementos. Ne-
nhuma obra, exceto a Biblia, teve niimero maior de edi¢oes, e nenhuma obra matematica
teve tanta influéncia quanto a de Euclides. Para Eves (2011, p. 96), Os Elementos de
Euclides, com sua grandeza, superaram tanto os trabalhos matemaéticos gregos anteriores
que eles acabaram sendo descartados e se perderam. David Hilbert (1862-1943), um dos
mais notaveis matematicos deste século, observou que a importancia de um trabalho ci-
entifico pode ser medida pelo nimero de publicagoes anteriores tornadas supérfluas por

ele, enfatizando a importancia da obra de Euclides.

Figura 4: Pégina de rosto da tradugao para o inglés dos Elementos de Euclides (1570)
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Fonte: Eves (2011)

O trabalho de Euclides consistiu em uma compilacao altamente bem-sucedida dos
resultados matematicos até entao conhecidos, que foram anteriormente demonstrados por
seus predecessores, em uma unica obra, resultando em uma apresentagao da geometria
de forma organizada e dedutiva. De acordo com Gans (1973, p. 16-17), para que isso
fosse possivel, nao ha duvidas de que Euclides precisou decidir quais propriedades das
figuras geométricas serviriam como suas definigoes, escolher as afirmagoes que deveriam
ser as premissas basicas e aquelas que seriam os teoremas, organizar os teoremas em
ordem logica correta, além de fornecer e aperfeicoar muitas demonstragoes. Certamente,
foi um grande e arduo trabalho e, considerando a duracao e a influéncia de Os elementos,
eminentemente bem-sucedido.

O fato de que houve outros Elementos anteriores ao de Fuclides nao é nenhuma
censura ao brilhante trabalho desenvolvido por este, pois o grande mérito de seu trabalho

caracteriza-se, sobretudo, pelo seu compromisso com a formalizacao, tornando-se um mo-
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delo de organizacao de conhecimento na forma axiomatico-dedutivo, isso quer dizer que
qualquer afirmacao deve ser deduzida logicamente de outras afirmacoes mais simples, e
assim sucessivamente.

Partindo de 23 defini¢oes, 9 nogoes comuns (axiomas) e 5 postulados, Euclides foi
capaz de concluir 465 teoremas em forte sequéncia légica, muitos deles complicados e nao
intuitivos, dentro do que hoje é chamado de geometria euclidiana plana. Na matematica
moderna, a distin¢ao entre axioma e postulado deixou de ser feita, no entanto, a maioria
dos matematicos gregos antigos fazia essa distin¢ao com base na seguinte definicao: “Um
axioma é uma suposicao comum a todas as ciéncias ao passo que um postulado é uma
suposigao peculiar a uma ciéncia particular em estudo.” (EVES, 2011, p. 179).

Em 2009 foi publicada a primeira traducao completa de Os elementos para o
portugués a partir do texto grego, sendo tal feito devido ao professor de matemaética e
pesquisador Irineu Bicudo. Nesta obra, sao apresentados as proposicoes primitivas aceitas
sem demonstracao que foram utilizadas como base para a demonstracao dos teoremas e,
de acordo com a tradugdo de Bicudo, sdo anunciadas por Euclides (2009, p. 98-9) da

seguinte forma:
Nocgoes comuns

As coisas iguais a mesma coisa sao também iguais entre si.

E, caso sejam adicionadas coisas iguais a coisas iguais, os todos sao iguais.
E, caso de iguais sejam subtraidas iguais, as restantes sao iguais.

E, caso iguais sejam adicionadas a desiguais, os todos sao desiguais.

E os dobros da mesma coisa sao iguais entre si.

E as metades da mesma coisa sao iguais entre si.

E as coisas que se ajustam uma a outra sao iguais entre si.

E o todo [¢] maior do que a parte.

© 0N e oW

E duas retas ndo contém uma area.
Postulados

Fique postulado tracar uma reta a partir de todo ponto até todo ponto.
Também prolongar uma reta limitada, continuamente, sobre uma reta.

E, com todo centro e distancia, descrever um circulo.

Ll O

E serem iguais entre si todo os angulos retos.

5. E, caso uma reta, caindo sobre duas retas, faga os angulos interiores e do
mesmo lado menores do que dois retos, sendo prolongadas as duas retas, ilimitadamente,
encontrarem-se no lado no qual estao os menores do que dois retos.

Estabelecendo os termos primitivos, os postulados e os teoremas com carater l6gico
e formal, Euclides organizou e sistematizou a geometria estudada hoje, tanto na educagao

bésica quanto no ensino superior. Os dois primeiros postulados estabelecem a existéncia
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Figura 5: Representagao geométrica do quinto postulado de Fuclides

/ o+ F < 1807

Fonte: Autores

de uma reta determinada por dois pontos. O terceiro postulado estabelece a existéncia
de uma circunferéncia, dados centro e raio. O quarto postulado estabelece uma relacao
de congruéncia entre angulos retos. Contudo, por apresentar um enunciado claramente
diferente e bem mais complicado que os demais, o quinto postulado foi alvo de muitas
criticas, pois, para muitos matematicos, a falta de simplicidade e clareza do enunciado

acabou por descaracteriza-lo como postulado.

2.2 Tentativas de demonstrar o quinto postulado de Euclides

A maneira como Euclides anuncia os quatro primeiros postulados foram facilmente
aceitos pela comunidade matematica, no entanto, a complexidade no enunciado do quinto
postulado deixou muitos matematicos intrigados ao longo de varios séculos, fazendo com
que levantassem a ideia de que o mesmo pudesse ser demonstrado a partir dos quatro
primeiros postulados, sendo, portanto, um teorema.

Isso fez com que, por quase dois milénios, diversas tentativas fossem feitas na busca
da demonstracao do quinto postulado. No entanto, as numerosas e variadas tentativas
terminaram sem sucesso e a maior parte das tentativas acabaram admitindo fatos analogos
ao quinto postulado e, dessa forma, apenas apresentaram um novo enunciado para o
mesmo.

De acordo com Wolfe (1945), dentre os matematicos que se dedicaram a fazer
tentativas para demonstrar o quinto postulado, podemos destacar: Claudio Ptolomeu
(1007-1687 d.C.), Proclo (410-485 d.C.), Nasir Eddin All Tusin (1201-1274), John Wal-
lis (1616-1703), Girolamo Saccheri (1667-1733), Johann Heinrich Lambert (1728-1777) e
Adrien Marie Legendre (1752-1833).

Barbosa (2007) destaca que uma das consequéncias dessas tentativas foi a producao
de um grande numero de afirmagoes equivalentes ao quinto postulado, chamados de pos-

tulados substitutos. Para o mesmo autor:
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E importante que entendamos o que significa afirmar que uma determi-
nada proposicao P é um substituto do quinto postulado: quer dizer que
a teoria desenvolvida usando os quatro primeiros postulados e mais a
proposigao P coincide com a Geometria de Euclides. (BARBOSA, 2007,

p. 13).

O postulado substituto mais conhecido foi apresentado pelo matematico e fisico
escoceés John Playfair (1748 — 1819) na obra Elementos de Geometria, publicado em 1795.
O postulado de Playfair, em linguagem moderna, é apresentado da seguinte forma: “Por
um ponto fora de uma reta pode-se tracar uma tinica reta paralela a reta dada” e fez com
o quinto postulado passasse a ser conhecido como Postulado das Paralelas.

A tentativa de demonstracao do italiano Girolamo Saccheri (1667-1733) evidencia-
se em relacao as demais por ter sido a primeira vez que alguém tentou negar o quinto
postulado, substituindo-o por uma proposicao contraditéria. Sua ideia consistia em subs-
tituir o quinto postulado por uma hipdtese contraria e, se o desenvolvimento desta hipotese
resultasse em um absurdo, significaria que o quinto postulado ¢ verdadeiro.

Em 1889, foi descoberto um pequeno livro que havia sido publicado em Milao em
1733 e ha muito esquecido. O titulo do livro era Fuclides ab omni naevo vindicatus (Eu-
clides livre de qualquer falha), e o autor era Girolamo Saccheri, professor de matematica
na Universidade de Pavia. Foi nessa obra que Saccheri apresentou sua tentativa de de-
monstracao do quinto postulado de Euclides.

Ao ensinar gramatica e estudar filosofia em Milao, Saccheri teve contato com os
Elementos de Euclides e ficou particularmente impressionado com o uso do método de
prova pela reducao ao absurdo. Este método consiste em assumir, hipoteticamente, que
uma proposicao a ser demonstrada é falsa; se o resultado for uma contradicao, conclui-
se que a proposicao original é verdadeira. Mais tarde, antes de ir para Pavia, Saccheri
lecionou filosofia em Turim por trés anos, adquirindo bastante intimidade com a logica.

Em sua tentativa, Saccheri utilizou o método de reducao ao absurdo. Ele conside-
rou uma figura (conhecida atualmente como quadrildtero de Saccheri), que consiste em
um quadrilatero ABCD em que os angulos da base (angulos Ae E) sao retos e o lado AD

é congruente ao lado BC, ambos perpendiculares a base inferior AB.

Figura 6: Ilustracao do quadrilatero de Saccheri

Fonte: Autores

Saccheri buscou saber, com base nos quatro primeiros postulados, se os outros dois

angulos (angulos C' e D) eram retos, agudos ou obtusos. Esses casos ficaram conhecidos
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como hipo6tese do angulo reto, hipétese do angulo agudo e hipétese do angulo obtuso.

Primeiramente, com base nos quatro primeiros postulados, Saccheri provou facil-
mente que os angulos C e D eram congruentes. Ele também provou que a hipdtese do
angulo reto era equivalente a provar o quinto postulado. Saccheri considerou as seguintes
hipoteses para estes angulos:

e Hipdtese do angulo reto (soma dos angulos C e D igual a 180°)

Figura 7: Ilustracao da hipétese do angulo reto
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Fonte: Autores

e Hipdtese do angulo obtuso (soma dos angulos CeD superior a 180°)

Figura 8: Ilustragao da hipdtese do angulo obtuso

o+ 4= 1807

Fonte: Autores

e Hipdtese do angulo agudo (soma dos angulos C e D inferior a 180°)

Figura 9: Ilustracao da hipdtese do angulo agudo
D C
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Fonte: Autores

Logo apds, descartou a hipdtese do angulo obtuso, pois chegou ao resultado de
que a reta seria limitada, o que contradiz o segundo postulado e, assim como Euclides,
Saccheri assumiu que a reta é infinita.

Contudo, enquanto procurava por uma contradicao para a hipdtese do angulo
agudo, conseguiu provar uma série de resultados coerentes aos quatro primeiros pos-

tulados da geometria euclidiana, com excecao do quinto, e, como Saccheri assumia essas
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consequéncias do ponto de vista euclidiano, elas pareciam absurdas. Ainda assim, em
sua busca, ele obteve varios resultados interessantes que viriam a se tratar de teoremas
classicos da geometria nao euclidiana, porém, desconsiderou esses resultados por desacre-
ditar na existéncia de uma nova geometria.

Destes resultados, Wolfe (1945, p. 33) destaca que, se Saccheri suspeitasse que nao
havia chegado a uma contradi¢ao porque nao havia nenhuma, a descoberta das geometrias
nao euclidianas teria ocorrido quase um século antes.

Apesar disso, o trabalho de Saccheri é realmente notavel e o marca como um homem
de habilidade geométrica e penetracao logica de alta ordem e, embora nao soubesse, foi
ele quem primeiro teve um vislumbre das trés geometrias, contribuindo imensamente para
o desenvolvimento das geometrias nao euclidianas. Ainda, Wolfe (1945, p. 33) conta que
Saccheri foi comparado com seu compatriota, Cristévao Colombo, que saiu para descobrir

uma nova rota para uma terra conhecida, mas acabou descobrindo um novo mundo.
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3 DESCOBERTA DAS GEOMETRIAS NAO EUCLIDIANAS

Sabemos, da geometria euclidiana, que a soma dos angulos internos de um triangulo
é igual a 180°, mas e para calcular grandes distancias sobre a superficie da Terra? E se
esse triangulo for desenhado sobre uma superficie curva? Esse questionamento vai ao
encontro da ideia de Carvalho (2014, p. 28-9) quando este propoe que se desenhe um
quadrado ou um triangulo numa folha de papel e, em seguida, que se recorte essa figura
e tente colocd-la cobrindo um objeto esférico (uma esfera de isopor, por exemplo). O
mesmo autor aponta que nao serd possivel apoiar toda a area do recorte feito, pois as
propriedades das superficies planas sao diferentes das propriedades da geometria esférica.
Sendo assim, fez-se necessario a construcao de uma nova geometria que fosse capaz de
resolver questoes como essas.

No inicio do século XIX, apods cerca de dois milénios e inimeras tentativas, o enigma
do quinto postulado ainda nao havia sido resolvido. Apesar das tentativas falhas, nao se
deve ter a impressao de que os esforgos para provar o quinto postulado foram totalmente
infrutiferos e é fundamental ressaltar a importancia dos trabalhos de todos aqueles que se
dedicaram na tentativa de encontrar uma prova para demonstrar o quinto postulado. Pois,
foram seus esforcos que eventualmente levaram a descoberta da geometrias nao euclidianas
e, dessa forma, foram eles que, lentamente, mas certamente, abriram o caminho para que
fosse possivel a construcao de outras geometrias.

Além disso, de acordo com Eves (2011, p. 541), ndao é de surpreender que nao
tenham encontrado nenhuma contradicao para a hipdtese do angulo agudo, pois, atual-
mente, sabe-se que a geometria desenvolvida a partir de um conjunto de axiomas que
incluem um conjunto basico juntamente com a hipotese do angulo agudo é tao consistente
quanto a geometria euclidiana, que é desenvolvida com base no mesmo conjunto béasico
acrescido da hipé6tese do angulo reto, ou seja, o quinto postulado de Euclides (postulado
das paralelas) é independente dos demais postulados e, por isso, ndo pode ser deduzido
dos mesmos. Ainda, sendo considerados alguns ajustes, o mesmo é vélido para o desen-
volvimento de uma outra geometria nao euclidiana, consistente a partir da hipotese do
angulo obtuso.

Diante destes fatos, percebeu-se que as leis da Geometria Euclidiana aplicam-se
somente quando superficies planas sao analisadas e, por conseguinte, deveria existir uma
nova geometria quando superficies curvas fossem envolvidas. Sumariamente, das tentati-
vas frustradas de provar que o quinto postulado de Fuclides era um teorema, surgiram as

Geometrias nao FEuclidianas.

3.1 Fundadores das geometrias nao euclidianas

Historicamente, de acordo com Greemberg (1994, p. 177), quando chega a hora de

uma nova ideia surgir, a ideia ocorre para varias pessoas, mais ou menos simultaneamente.
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Foi o que aconteceu, por exemplo, no século XVIII com a descoberta do Célculo por
Gottfried Leibniz (1646-1716) na Alemanha e por Isaac Newton (1643-1727) na Inglaterra.
Da mesma forma, o descobrimento das geometrias nao euclidianas nao foi feito por um
unico homem, mas independentemente por varios matematicos em diferentes partes do
mundo. Wolfgang Bolyai, pai de Janos Bolyai, um dos fundadores das geometrias nao
euclidianas, previu isso quando escreveu uma carta a seu filho, pedindo que o mesmo
nao demorasse em publicar suas descobertas. Como refere o supracitado autor, Wolfgang

escreveu.

Parece-me aconselhavel, se vocé realmente conseguiu obter uma solugao
para o problema, que, por uma razao dupla, sua publicagao seja acele-
rada: primeiro, porque as ideias passam facilmente de um homem para
outro e, nesse caso, pode publicd-las; em segundo lugar, porque parece
ser verdade que muitas coisas tém, por assim dizer, uma época em que
sao descobertas em varios lugares simultaneamente, assim como as vio-
letas aparecem em todos os lados na primavera. (GREEMBERG, 1994,
p. 177, tradugdo nossa).

Dentre os matematicos que se dedicaram a tal fim, podemos destacar o alemao
Johann Carl Friedrich Gauss (1777-1855), o hingaro Janos Bolyai (1802- 1860), o russo
Nikolai Ivanovich Lobachevsky (1793-1856) e o também alemao Georg Friedrich Bernhard
Riemann (1826-1866).

Eves (2011, p. 541-2) aponta que Gauss, Bolyai e Lobachevsky abordaram esse
tema através do postulado substituto de Playfair considerando trés possibilidades:

e Por um ponto dado, é possivel tracar mais de uma reta paralela a uma reta dada;

e Por um ponto dado, é possivel tracar exatamente uma reta paralela a uma reta
dada;

e Por um ponto dado, nao é possivel tracar nenhuma reta paralela a uma reta
dada.

Essas situagoes sao equivalentes as hipoteses do angulo agudo, reto e obtuso, res-
pectivamente. Mais uma vez, considerando a infinidade da reta, a terceira hipotese foi
facilmente eliminada. Cada um deles, de forma independente, desenvolveu uma nova

geometria logicamente consistente a partir da hipétese do angulo agudo.

3.1.1 Gauss

Eves (2011, p. 519) destaca que Gauss, apelidado de “Principe da Matematica”
ou “O principe dos matematicos”, foi um homem de talento mateméatico impressionante.
Ele é universalmente considerado como o maior matematico do século XIX e, ao lado de

Arquimedes e Isaac Newton, como um dos maiores de todos os tempos.
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Figura 10: Johann Carl Friedrich Gauss

Fonte: Eves (2011)

Gauss nasceu em Brunswick, na Alemanha, em 30 de abril de 1777. Seu pai era
um trabalhador bracal pouco favoravel a educacao. Sua mae, porém, mesmo com pouca
instrucao, encorajava-o nos estudos e manteve por toda a vida grande orgulho pelas
realizacoes do filho.

Para Eves (2011, p. 542), é provavel que Gauss tenha sido o primeiro a alcancar
resultados significativos sobre a hipdtese do angulo agudo. Ainda sobre esse aspecto,
Mlodinow (2010, p. 122) argumenta que, por volta de 1824, Gauss havia elaborado uma
teoria completa sobre o que hoje denominamos geometria hiperbdlica, as quais ele confirma
por meio de uma carta enviada para Franz A. Taurinus (1794-1874), um advogado que se

interessava por matematica:

A suposigao de que a soma dos trés angulos [de um tridngulo] é menor
do que 180° leva a uma geometria especial, bem diferente da nossa [isto
é, a euclidiana], que é absolutamente consistente, e que eu desenvolvi de
modo bem satisfatério para mim mesmo. (MLODINOW, 2010, p. 122).

Apesar disso, Gauss nunca publicou sobre esse assunto, tendo apenas registrado
suas ideias em um diario cientifico que sé foi descoberto 43 anos apds sua morte. A nao
publicacao de Gauss é compreensivel, pois, na época, a filosofia de Immanuel Kant (1714-
1804) era tida como verdade absoluta e essa filosofia tratava o espa¢o ndo como empirico,
mas como especulativo, inerente ao espirito humano. Desta reflexao, o espaco era con-
siderado como algo j& existente e nao como um conceito resultante de experimentacao
externa. Gans (1973, p. 193) conta que Kant chegou a afirmar que os seres humanos
eram incapazes de pensar em um espaco fisico de outra maneira que nao fosse euclidiana.
Gauss sabia que manifestacoes contrarias a filosofia dominante poderiam ser perigosas e,
por esse motivo, insistiu com Taurinus e outros com quem trocou correspondéncias para
que nao tornassem publicas suas descobertas. Por essa razao, as honrarias da descoberta

das geometrias nao euclidianas sao atribuidas também a Bolyai e Lobachevsky.
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3.1.2 Bolyai

Janos Bolyai era um oficial hingaro do exército austriaco, filho de Wolfgang Bolyai
(1775-1856), um professor de matemédtica que era amigo pessoal de Gauss. De acordo
com Mlodinow (2010, p. 124), em novembro de 1823, Janos escreveu a seu pai que tinha
“criado um mundo novo e diferente, a partir do nada”, querendo dizer com isso que havia

descoberto um espaco nao euclidiano.

Figura 11: Janos Bolyai

Fonte: Neto (2018)

Eves (2011, p. 542) aponta que Janos certamente recebeu estimulo de seu pai para
se dedicar as tentativas de provar o postulado das paralelas, visto que, anteriormente, o
mesmo havia demonstrado interesse por esse mesmo tema. No entanto, Wolfe (1945, p. 49)
relata que Wolfgang, lembrando-se de seus proprios esforcos mal sucedidos, recomendou
que o filho deixasse de lado esse antigo problema.

Bolyai direcionou sua atencao para a possibilidade de formular uma geometria
geral, uma “Ciéncia Absoluta do Espago”, tendo a geometria euclidiana como um caso
especial. Para Eves (2011, p. 542), Bolyai referia-se a ciéncia absoluta do espago como
uma colecao de proposicoes que independem do quinto postulado de Euclides e, dessa
forma, sao validos tanto na geometria euclidiana como na nova geometria.

Bolyai partiu da hipétese de que por um ponto fora de uma reta podem ser tragadas
nao apenas uma, mas infinitas retas paralelas a reta dada e suas descobertas foram pu-
blicadas em 1832, em um apéndice de um dos livros de seu pai, intitulado Tentamen.

Wolfgang enviou uma cépia do apéndice para seu amigo Gauss, ansioso para saber
o que este teria a dizer sobre as descobertas de seu filho. Em conformidade com Greemberg
(1994, p. 178), a carta que Gauss enviou a Wolfgang como resposta contém as seguintes

observagoes acerca do trabalho de Bolyai:
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Se eu comegar com a afirmacao de que nao ouso elogiar tal trabalho,
vocé certamente ficard surpreso por um momento: mas nao posso fa-
zer o contrario; louvar seria elogiar a mim mesmo; todo o conteido do
trabalho, o caminho que seu filho tomou, os resultados para os quais
ele é conduzido, coincidem quase exatamente com minhas préprias me-
ditagbes que ocuparam minha mente por trinta a trinta e cinco anos.
Por causa disso, este relato me surpreende ao extremo.

Minha intencao era, em relagdo ao meu préprio trabalho, nao permitir
que ele se tornasse conhecido durante a minha vida. [...] Por outro lado,
era meu plano colocar tudo no papel, eventualmente, para que pelo me-
nos Nao morresse comigo.

Por isso, estou muito surpreso por ter sido poupado desse esforco e es-
tou muito feliz por ser o filho do meu grande amigo que me ultrapassa
de maneira tdo notdvel. (GREEMBERG, 1994, p. 178-179, traducao

nossa).

O mesmo autor ainda aponta que, apesar de ser elogiado por Gauss na tltima
frase, Janos Bolyai ficou profundamente desapontado com a resposta do mesmo e nao
tornou a publicar nenhum outro trabalho sobre o assunto, no entanto, deixou alguns
manuscritos sobre trabalhos matematicos. Além disso, Mlodinow (2010, p. 274) aponta
que alguns escritos, encontrados depois da morte de Bolyai, revelam que mesmo apds a
sua descoberta do espago nao euclidiano, o mesmo continuou se dedicando a demonstrar a
forma euclidiana do postulado das paralelas, o que, em consequéncia, teria desacreditado

sua propria obra.

3.1.3 Lobachevsky

Nikolai Ivanovich Lobachevsky passou a maior parte de sua vida na Universidade
de Kazan, primeiramente como aluno, obtendo seu diploma em 1813, em seguida foi
mantido como instrutor e, aos 21 anos de idade, tornou-se professor de matematica e

finalmente, foi nomeado reitor, ocupando este cargo até o fim de sua vida.

Figura 12: Nikolai Ivanovich Lobachevsky

Fonte: Eves (2011)

Wolfe (1945, p. 54) aponta que em 1823, Lobachevsky completou o manuscrito de

um livro texto sobre geometria elementar, que nao veio a ser publicado. Nessa obra, ele
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declarou que nenhuma prova rigorosa do postulado das paralelas havia sido descoberta e
que as provas até entao sugeridas eram apenas explicagoes e nao verdadeiramente provas
matematicas. Ainda de acordo com o mesmo autor, sabe-se que em 1826 ele apresentou
um artigo na secao de Fisica e Matematica na Universidade de Kazan, onde sugeriu uma
nova geometria em que mais de uma reta paralela a uma reta dada podiam ser tragadas
através de um ponto e a soma dos angulos de um triangulo seria inferior a dois angulos
retos. Infelizmente, esse artigo nao foi encontrado.

Eves (2011, p. 542) e Wolfe (1945, p. 54-5) destacam que entre 1829 e 1830,
Lobachevsky publicou seu trabalho sobre os principios da geometria no Kazan Bulletin,
referindo-se ao artigo acima mencionado e explicando na integra a sua teoria das paralelas.
Esse foi o primeiro relato publicado sobre geometrias nao euclidianas que se tem registro,
porém, recebeu pouca atencao da comunidade cientifica em seu préprio pais e, por ter
sido escrito em russo, praticamente nenhuma em outros lugares.

Lobachevsky, diferentemente de Bolyai, confiante do mérito de suas descobertas,
publicou varios outros trabalhos sobre o tema, esperando assim chamar a atencao de
um grupo mais amplo de leitores para a sua obra. De fato, como comenta Wolfe (1945,
p. 55), possivelmente, uma das publicagdes posteriores mais importantes tenha sido um
pequeno livro publicado em 1840, intitulado Geometrische Untersuchungen Zur Theorie
der Parallellinien (Investigagdes Geométricas Sobre a Teoria das Linhas Paralelas), escrito
em alemao com o intuito de que, por esse motivo, atingiria um maior nimero de leitores.
Mais tarde, em 1855, embora estivesse cego, ele publicou, em francés, um relato completo
dos resultados de suas pesquisas cujo titulo era Pangéométrie (Pangeometria) ou Précis
de Géométrie Fondée sur une Theorie Générale et Rigoureuse des Paralléles (Geometria
Precisa Baseada em uma Teoria Geral e Rigorosa de Paralelos). Lobachevsky morreu
em 1856, um ano apds sua ultima publicacao e, infelizmente, nao em tempo de ver seu
trabalho ser reconhecido.

Barbosa (2009, p. 46) destaca que nem Bolyai nem Lobachevsky receberam, na
época, o reconhecimento esperado por seus trabalhos publicados, no entanto, nao devemos

nos surpreender, pois:

A histéria das descobertas cientificas nos ensina que, toda mudancga ra-
dical em um dos compartimentos da ciéncia, nao produz, de imediato,
alteragbes nas convicgOes e nas pressuposicoes nas quais os cientistas
baseiam suas visoes particulares da parte da ciéncia a que se dedicam.
(BARBOSA, 2009, p. 46).

Para Wolfe (1945, p. 60) esse atraso pode ser atribuido a diversos fatores: a passa-
gem lenta de ideias de uma parte do mundo para outra, as barreiras linguisticas, a filoso-
fia do espaco kantiano que apontava na direcao oposta a essas descobertas, o dominio de

quase dois milénios da geometria de Fuclides e a relativa obscuridade dos descobridores da
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geometria nao euclidiana, visto que os dois matemaéticos, Bolyai e Lobachesvky, eram me-
bros novos na comunidade cientifica internacional. Consequentemente, a nova geometria
atraiu pouca atengao por cerca de 35 anos até que, em 1867, Richard Baltzer (1818-1887),
na segunda edi¢ao de seu Elemente der Mathematik (Elementos da Matemética), inseriu
uma referéncia aos seus descobridores e a sua obra. Ainda sobre essa questao, Mlodinow
(2010) salienta que o matemadtico italiano Eugénio Beltrami (1835-1900) encerrou de vez
a questao de provar o postulado das paralelas: “[...] ele demonstrou que, se a geometria
euclidiana forma uma estrutura matematica consistente, entao o mesmo deve ocorrer com
os espagos nao-euclidianos recém-descobertos” (MLODINOW, 2010, p. 125).

3.1.4 Riemann

O surgimento da geometria hiperbdlica trouxe a luz questionamentos sobre a pos-
sibilidade da existéncia de outras geometrias nao euclidianas. O préximo passo no de-
senvolvimento dessas geometrias foi brilhantemente dado por George Friedrich Bernhard
Riemann (1826-1866). Em 1846, Riemann ingressou na Universidade de G&ttingen, onde
Gauss era professor, para estudar teologia, porém, pouco tempo depois, acabou desco-

brindo que a matematica era seu forte e desistiu da teologia.

Figura 13: George Friedrich Bernhard Riemann

F\
f =n

Fonte: Eves (2011)

De acordo com Mlodinow (2010, p. 143), em 1854, para obter a posi¢ao de professor
assistente na Universidade de Gottingen, Riemann deveria apresentar uma conferéncia que
serviria como teste. Ele apresentou aos professores da Universidade trés topicos para que
os mesmos escolhessem o seu tema para a conferéncia. O mesmo autor relata que era de
praxe escolher o primeiro tépico do candidato e que, por precaucao, Riemann estava bem
preparado para o primeiro e segundo temas, no entanto, embora o terceiro tema fosse o
menos preparado por Riemann, Gauss o escolheu.

Riemann expos sua palestra sobre esse topico que, posteriormente, foi publicada
sob o titulo de Uber die Hypothesen welche der Geometrie zu Grunde liegen (Sobre as
Hipéteses Subjacentes a Geometria), onde ele apontou a importante distingao entre “infi-

nito” e “ilimitado”, que posteriormente tiveram um papel importante na teoria da relativi-
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dade. Por exemplo, as circunferéncias méximas de uma esfera sao finitas (percorrendo-as
sempre se volta ao ponto de partida) mas ilimitadas (pode-se percorré-las indefinida-
mente). Dessa forma, descartando a infinidade da reta e admitindo que ela seja ilimitada,
juntamente com alguns ajustes nos demais postulados, Riemann indiretamente sugeriu
uma nova geometria nao euclidiana, consistente a partir da hipétese do angulo obtuso,
chamada de Geometria Esférica (ou Eliptica), que também ficou conhecida como Geome-
tria Riemanniana. Nessa nova geometria nao existem retas paralelas e a soma dos angulos
internos de um triangulo é maior do que dois angulos retos. E importante lembrar que
matematicos anteriores rejeitaram a hipétese do angulo obtuso, uma vez que a infinidade
da reta havia sido assumida.

Para Mlodinow (2010, p. 143), Riemann, em sua apresentagao, ndo mencionou em

momento algum o termo geometria nao euclidiana, ainda:

Riemann expo6s sua palestra no contexto da geometria diferencial,
focalizando-se sobre as propriedades das regides infinitamente pequenas
de uma superficie, em vez de suas caracteristicas geométricas em grande
escala. [...] Mas as implicagoes de sua obra eram claras: Riemann ex-
plicou como a esfera podia ser interpretada como um espago eliptico
bidimensional. (MLODINOW, 2010, p. 143).

Riemann, desse modo, enfatizou a importancia do estudo das propriedades das
coisas do ponto de vista infinitesimal. Ademais, nas palavras de Wolfe (1945), “[...] em
sua memoravel dissertacao, Riemann chamou a atencao para a verdadeira natureza e
significado da geometria e fez muito para libertar a matematica das desvantagens da
tradigao.” (WOLFE, 1945, p. 61, tradugao nossa).

Em consonancia com Silva (2017), Gauss ficou impressionado com o trabalho apre-
sentado por Riemann sobre geometria nao euclidiana devido ao fato de que esse era bem
diferente das abordagens feitas por seus antecessores. Ao que tudo indica, Riemann des-
conhecia os trabalhos de Lobachevsky e Bolyai, no entanto, sabia do interesse de Gauss
pelo assunto.

Em 1857, dois anos apés a morte de Gauss, Riemann finalmente obteve o cargo
de professor assistente. Em 1859, o sucessor de Gauss, Johann Peter Gustav Lejeune
Dirichlet (1805-1859) morreu e Riemann foi promovido ao cargo que era de Gauss na
mesma universidade. Em 1862, pouco depois de seu casamento, adoece gravemente e passa
os quatro anos seguintes em tratamentos. Morreu na Itédlia, em 1866, ainda sem completar
40 anos, onde procurava um clima melhor para inutilmente combater sua tuberculose.

De acordo com Mlodinow (2010, p. 146) ”A obra de Riemann sobre geometria
diferencial tornou-se a pedra angular da teoria geral da relatividade de Einstein.” O autor
ainda destaca que se Riemann nao tivesse sido tao imprudente ao incluir este tépico sobre
geometria, ou se Gauss nao tivesse a ousadia de escolhé-lo, o instrumento matematico

que Einstein precisou para sua revolucao na fisica nao teria existido. Ademais, a obra
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de Riemann sobre os espacos elipticos também teve um impacto de igual propor¢ao no

mundo da matematica, conforme as palavras do mesmo autor:

A necessidade de alterar postulados além do postulado das paralelas foi
igual ao desgaste dos fios numa corda. Logo, a corda se partiu. Foi
somente entdo que os matematicos perceberam que pendurada na corda
nao estava somente a geometria, mas toda a matemdtica. (MLODINOW,
2010, p. 146).

A palestra de Riemann de 1854, no entanto, s6 foi publicada em 1868, dois anos
apos a sua morte e um ano depois do lancamento do livro de Baltzer, que popularizou o
trabalho de Lobachevsky e Bolyai.

A descoberta e o desenvolvimento dessas geometrias pos fim ao secular problema
do quinto postulado de Euclides. A independéncia deste postulado em relacao aos de-
mais deriva da impossibilidade de provar o mesmo como um teorema, o que resultou no
desenvolvimento de novas geometrias.

Ao negar o quinto postulado de Euclides, estabelecendo que por um ponto fora
de uma reta passam pelo menos duas retas paralelas a reta dada, origina-se a geometria
hiperbdlica, descoberta por Gauss, Lobachevsky e Bolyai. Por outro lado, se considerar-
mos que por um ponto fora de uma reta nao passa nenhuma reta paralela a reta dada,
origina-se a geometria esférica, descoberta por Riemann, tema deste trabalho, que sera

mais bem explorada no préximo capitulo.
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4 GEOMETRIA ESFERICA

A descoberta das geometrias nao euclidianas foi um evento muito importante na
historia do pensamento, assim como na matemética. Por cerca de dois milénios, geometria
significou geometria euclidiana e geometria euclidiana significou Os elementos.

Ao contrério da geometria euclidiana, essa geometria é definida sobre uma su-
perficie esférica, sendo convencionado que esta superficie possui curvatura positiva. Para
entendermos o que significa curvatura positiva, comeg¢amos com o conceito de curvatura,
de acordo com as defini¢oes dadas por Dario (2014).

A curvatura C' em um ponto P de uma curva S qualquer é inversamente propor-
cional ao raio R da maior circunferéncia que tangencia esta curva neste ponto P, ou seja,

1 . . . . .
C = —. Assim, quanto maior o raio da circunferéncia tangente a esta curva S, menor

R

serd a sua curvatura. A essa circunferéncia ¢ dado o nome de circulo osculante.

Para calcular a curvatura C' em um ponto P de uma superficie devemos encontrar
os dois circulos osculantes de maior e menor raio, respectivamente R; e Ry, tangentes a
esta superficie no ponto P e calcular as curvaturas Cip e Cyp. Entao a curvatura Cp
sera definida como o produto entre a maior e a menor curvatura no ponto P, ou seja,
Cp = Cip - Cop.

Além desta definicao de curvatura, devemos considerar o fato de os circulos oscu-
lantes estarem do mesmo lado da superficie ou em lados opostos. Se as curvas de méxima
e de minima curvatura estiverem do mesmo lado da superficie, entao a curvatura sera po-
sitiva, como por exemplo uma superficie esférica e um elipsoide. Caso estejam em lados
opostos, entao a curvatura da superficie serd negativa, como é o caso da pseudoesfera e a
sela. Dizemos que o plano tem curvatura nula.

Outra definicao para curvaturas positiva, negativa ou nula, dada de uma maneira
mais informal, é considerar uma superficie como sendo de curvatura positiva caso a soma
dos angulos internos de um triangulo nesta superficie seja maior do que 180° (geometria
esférica), curvatura negativa, caso esta soma seja menor que 180° (geometria hiperbdlica),

e curvatura nula, caso esta soma seja exatamente 180° (geometria plana).

Figura 14: Ilustragao de superficies de curvatura nula, negativa e positiva

Fonte: Cuentos Cuanticos (2011)

A partir deste momento, com base em Gans (1973), Carvalho (2014), Dario (2014)
e Dolce e Pompeo (2013), vamos expor algumas nogoes matematicas basicas da Geometria

Esférica.
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4.1 Elementos e propriedades

Seja O um ponto do espaco e r um numero real positivo. A superficie esférica é o
lugar geométrico dos pontos do espaco cuja distancia a O é igual a r, onde O é chamado
de centro da esfera e r de raio da esfera. Podemos dizer ainda que os pontos do espaco
que se encontram a uma distancia menor do que r do ponto O sao interiores a superficie
esférica, e os pontos que estao a uma distancia maior do que r do ponto O sao exteriores
a esta superficie. Sendo assim, a regiao composta pela uniao da superficie esférica e pelos

pontos interiores é chamada de esfera.

Figura 15: Superficie esférica de centro O e raio r

Fonte: Autores

Também podemos definir superficie esférica como a superficie de revolucao gerada
pela rotacao de uma semicircunferéncia com extremidades no eixo e a esfera como sendo
o solido de revolucao gerado pela rotagao de um semicirculo com diametro fixado ao eixo

de rotacao.

Pontos antipodas: sao pontos obtidos pela intersecgao de um eixo com uma
superficie esférica, passando pelo centro desta. Sao pontos diametralmente opostos, ou
seja, dado um ponto A, seu antipoda A’ é o tinico ponto da superficie esférica tal que AA’

é um diametro da superficie esférica.

Figura 16: Pontos antipodas
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Fonte: Autores

Para fins de comparacao, podemos considerar esférico o planeta Terra (embora,
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devido ao achatamento nos polos, seja aproximadamente um elipsoide de revolugao) e

pensar nos polos Norte e Sul sendo ligados por um eixo.

Intersecao entre um plano e uma superficie esférica

Em conformidade com Alves (2009, p. 10-4) a relacdo entre superficies esféricas e
planos no espaco é similar com a relagao entre circunferéncias e retas no plano.

Um plano « é tangente a uma superficie esférica S se a N S contém exatamente
um ponto. Esse ponto é chamado ponto de tangéncia e dizemos que o plano e a superficie

esférica se tangenciam nesse ponto.

Figura 17: Plano tangente a superficie esférica

A

Fonte: Autores

Se N S contém mais do que um ponto, entao o plano é secante a superficie

esférica e determina nesta uma circunferéncia, como mostra a figura abaixo.

Figura 18: Plano secante a superficie esférica

Fonte: Autores

Vamos agora analisar as figuras obtidas quando um plano secante corta uma su-

perficie esférica.

Reta ou circunferéncia maxima: uma reta é uma circunferéncia maxima da
superficie esférica. E obtida através da intersecao da superficie esférica com um plano
passando pelo seu centro. Observe que a circunferéncia maxima possui o mesmo centro
e o mesmo raio da superficie esférica e, dessa forma, as circunferéncias maximas sao as

circunferéncias de maior raio contidas na superficie esférica.
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Figura 19: Circunferéncia maxima

Fonte: Autores

Nesta geometria, apesar de ter comprimento finito, a reta ¢ ilimitada, uma vez que,
ao percorrer uma circunferéncia maxima voltamos ao ponto de partida, porém, podemos
percorre-la indefinidamente. Ademais, dois pontos antipodas sobre a superficie esférica

determinam infinitas retas que passam por estes pontos.

Figura 20: Retas determinadas por pontos antipodas

Fonte: Autores

No globo terrestre, por exemplo, entre as circunferéncias maximas estao os me-
ridianos, cada um passando pelos polos Norte e Sul. Em especial, temos o meridiano
de Greenwich (que, por convengao, divide o globo terrestre em ocidente e oriente, per-
mitindo medir a longitude). Com exce¢ao do Equador (que divide o globo terrestre em
Hemisfério Norte e Hemisfério Sul), os paralelos nao sao circunferéncias méximas, visto

que sao menores que o Equador, tornando-se muito pequenos perto dos Polos Norte e Sul.

Figura 21: Paralelos e Meridianos

Fonte: Autores
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Na Geometria Esférica nao existem retas paralelas, pois quaisquer duas circun-
feréncias maximas da esfera sempre se intersectam em dois pontos antipodas. Esta pro-
priedade interessante das circunferéncias maximas pode ser explicada de maneira simpli-
ficada considerando o fato de que estas circunferéncias sao geradas pela interseccao da
superficie esférica com um plano que passa pelo seu centro. Deste modo, como os planos
tém um ponto em comum (centro da superficie esférica), entao terao uma reta em comum,
que é a reta que contém o diametro da superficie esférica. Como os pontos extremos do
diametro sao os pontos antipodas pertencentes as duas circunferéncias maximas, é facil

perceber que estes dois pontos sao a intersecgao das mesmas.

Figura 22: Circunferéncias maximas

Fonte: Autores

Circunferéncia esférica: sao as circunferéncias resultantes da intersecao da su-
perficie esférica com planos que contém um ponto do seu interior (exceto o centro). O
centro dessa circunferéncia é o pé da perpendicular ao plano tracada a partir do centro

da superficie esférica.

Figura 23: Circunferéncia esférica

Fonte: Autores

Tomando, novamente, o globo terrestre como exemplo, algumas circunferéncias
esféricas sao chamadas de paralelos, e, em especial, temos o Trépico de Cancer, Tréopico de
Capricérnio, Circulo Polar Artico e Circulo Polar Antértico. Chamar estas circunferéncias
esféricas especiais de paralelos é bem apropriado pois, sao circunferéncias geradas pela

interseccao de planos paralelos ao plano que determina a Linha do Equador.
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Cabe observar que, com muita frequéncia, os livros de geografia utilizam a palavra
“circulo” para designar a circunferéncia. Particularmente, descrevem o Equador como
um circulo maximo. Tal questao consiste num abuso de linguagem consagrado pelo uso
sistematico ao longo do tempo. Além disso, a nomenclatura utilizada por profissionais nao
matematicos, no caso os gedgrafos, nao precisa necessariamente coincidir com a utilizada

pelos matematicos.

Segmento de reta ou arco de circunferéncia maxima: dados dois pontos, A
e B, sobre a superficie de uma esfera, define-se a distancia entre eles como o comprimento
do menor arco da circunferéncia maxima que contém esses pontos. Dessa forma, na
geometria esférica, um arco de circunferéncia maxima é o caminho mais curto entre dois

pontos.

Figura 24: Arco de circunferéncia maxima
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Fonte: Autores

Para um melhor entendimento dos calculos de distancias sobre a superficie terrestre
vamos definir, baseado no conceito dado por Alves (2009), as coordenadas geograficas
latitude e longitude.

Dado um ponto C sobre a superficie terrestre dizemos que a latitude deste ponto
¢ a medida do arco de meridiano que contém C' e esta situado entre o paralelo que passa
por C e a Linha do Equador. A latitude é medida em graus (e seus submultiplos, minuto
e segundo) e varia de 0° a 90° N (Norte) ou de 0° a 90° S (Sul).

Figura 25: Latitude de um ponto da superficie esférica

Fonte: Autores

Ja a longitude deste ponto C' é a medida do arco de paralelo que passa por C' e
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estd situado entre o meridiano que o contém e o meridiano de Greenwich (que passa sobre
a cidade de mesmo nome, na Inglaterra). A longitude, também medida em graus, varia
de 0° a 180° E (Leste) ou de 0° a 180° W (Oeste).

Figura 26: Longitude na superficie esférica

Greenwich

0° < 0, < 180°W
0° < 0, < 180°E

Fonte: Autores

Para calcular o raio de uma circunferéncia esférica basta conhecer o valor do raio
da superficie esférica e a distancia do plano gerador da circunferéncia esférica ao plano do
Equador. Em outras palavras, basta saber o valor do raio da esfera e a distancia entre o

centro da circunferéncia e o centro da esfera.

Figura 27: Raio e comprimento da circunferéncia esférica
Fonte: Autores

Considerando a figura acima e aplicando o teorema de Pitagoras no triangulo
AOBC, reto em B, com OC = R o raio da esfera, BC' = r o raio da circunferéncia

esférica e OB = d a distancia do centro da esfera ao centro da circunferéncia, temos:

0C° =0B>+BC"
RP=2+ 2
r= VR &

De posse desta informagao, o valor do comprimento da circunferéncia esférica é

facilmente encontrado através da conhecida férmula da geometria plana C' = 27r =

21y R? — d2.
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Ainda, quando é conhecida a latitude do ponto C' pertencente a um paralelo, o uso

= %, logo r = Rcos 3

de relagoes trigonométricas facilita os calculos ja que cos 8 =
e C'=2nr =27 Rcos 3.

Q|| ™
S

A fim de medir trajetérias sobre a superficie de uma esfera, utiliza-se unidades
de medidas chamadas de Milha Maritima ou Milha Nautica. Apesar de nao fazer parte
do Sistema Internacional de Unidades, estas unidades sao utilizadas pela Marinha e Ae-
ronautica, além de profissionais que utilizam meios de transportes maritimos e aéreos.
A Milha Maritima ou Milha Nautica, corresponde ao arco de meridiano de um minuto.
Assim, quando um navio ou uma aeronave percorre ao longo da circunferéncia méaxima
uma distancia de 1°, cobre um percurso de 60 milhas maritimas. Como a Terra nao é uma
esfera perfeita, as circunferéncias maximas se aproximam de elipses, pois quando proximas
dos polos sao menos curvas do que quando medidas nas proximidades do Equador. Para
se evitar estas diferencas, estabeleceu-se a Milha Maritima Internacional de 1 852 m, que
¢ a média das milhas medidas no Equador e nos polos.

Basicamente, tomando uma circunferéncia completa como tendo 360°, podemos
dizer que 1° equivale a fracao de 1/360 de uma volta na circunferéncia. Tomando uma
circunferéncia maxima da Terra como aproximadamente 40 000 km, tem-se que 1° de in-
clinacao no raio da Terra, nos fornece um arco de circunferéncia de aproximadamente 111
km. Como cada grau pode ser fracionado em 60 minutos (1° = 60’), entao ao dividirmos
111 km por 60, obtemos o resultado de aproximadamente 1852 m, que é o valor da Milha

Maritima que conhecemos atualmente e corresponde a 1’ de inclinacao no raio da Terra.

Distancia polar: é a distancia de um ponto qualquer de um paralelo ao polo.

Figura 28: Distancia polar

Fonte: Autores

Um ponto A da superficie de uma esfera tem duas distancias polares: P A e P, A.
Seja r o raio da esfera, d a distancia do plano de uma se¢ao ao centro e p; e py as

distancias polares de um ponto A.
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Figura 29: Distancia polar

r+d

Fonte: Autores

Usando relagoes métricas no AP, AP,, temos:
(AP)? = (P\Ry) - (PLM) = pi = 2r(r — d)
(APRy)? = (P Py) - (PaM) = p3 =2r(r +d)

Angulo esférico: é o angulo gerado pela interseccao de duas circunferéncias
maximas e possui a mesma medida do angulo formado pelas retas tangentes as circun-
feréncias maximas em seu ponto de interseccao. Como as circunferéncias maximas sao
geradas pela interseccao de planos com a superficie esférica, podemos definir que a medida
do angulo esférico é a medida do angulo diedro formado por dois planos que geram as

circunferéncias maximas.

Figura 30: Angulo esférico

Fonte: Autores

Triangulo esférico: ¢ a figura formada por trés arcos de circunferéncias maximas
e, nessa geometria, temos que a soma das medidas dos angulos internos de um triangulo é
sempre maior que 180°. Além disso, pela possibilidade de decomposicao de quadrilateros
em dois triangulos, temos que a soma das medidas dos angulos internos de um quadrilatero

esférico sempre excede 360°.
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Figura 31: Triangulo esférico

Fonte: Autores

Na geometria esférica, assim como na geometria euclidiana, os triangulos podem ser
classificados de acordo com as medidas de seus lados e angulos. Quanto a medida de seus
lados, os triangulos esféricos podem ser classificados como birretilatero, quando possuem
dois lados com o mesmo comprimento ou trirretilatero, quando possuem trés lados com o
mesmo comprimento. Quanto a medida de seus angulos internos, sao classificados como
retangulo, birretangulo ou trirretangulo quando possuem um, dois ou trés angulos retos,

respectivamente.

4.2 Volume da esfera

Baseado em Dolce e Pompeo (2013), serd apresentada uma dedugao para a férmula
do volume de uma esfera.

Consideremos um cilindro equilatero de raio da base r e altura 2r e seja H o ponto
médio do eixo do cilindro. Tomemos dois cones tendo como bases as do cilindro e H como
vértice comum (a reunido desses dois cones é um sélido chamado clépsidra). Ao sélido
que estd dentro do cilindro e fora dos dois cones, vamos chamar de sélido X (este sélido
é chamado anticlépsidra).

Consideremos agora uma esfera de raio r e o sélido X descrito acima.

Figura 32: Volume da esfera - deducao

Fonte: Autores
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Suponhamos que a esfera seja tangente a um plano «, que o cilindro (que originou
o s6lido X) tenha base em « e que os dois sélidos, esfera e sélido X, estejam num mesmo
semi-espac¢o dos determinados por a.

Qualquer plano secante 3, paralelo a «, distando d do centro da esfera (e do vértice
do sélido X)), também secciona o sélido X. Sendo s o raio do circulo da segao, temos:

Area da seccdo na esfera (circulo) = ws?2 = (12 — d2)

Area da seccao no sélido X (coroa circular) = 772 — wd? = w(r? — d2)

As areas das seccoes na esfera e no solido X sao iguais. Logo, pelo Principio de
Cavalieri, a esfera e o solido X tém o mesmo volume.

O volume do sélido X pode ser calculado por:

VX = ‘/cilindro - 2‘/cone

1
Vx=art - 2r =2.=.qr%. r
~—~ O~~~ 3 N =~
Ay h Ay h
273 43
Vy = 2mr® — = Vx =
, ) ., 43
Segue, dai, que o volume da esfera de raio r também é dado por: Visrerq = -

4.3 Area da esfera

Com base em Iezzi, et al. (2016), serd apresentada uma justificativa para a férmula
da area de uma superficie esférica, cuja demonstracao formal exige conhecimentos mais
avancados e sera omitida.

Considere uma esfera de centro O e raio de medida r e uma outra esfera também
de centro O e raio de medida r + z, com x > 0. Observe as duas esferas concéntricas na

figura abaixo.

Figura 33: Esferas concéntricas

Fonte: Autores
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O solido limitado por essas duas esferas é uma espécie de “casca” formada por
segmentos de reta cujo comprimento é x.

Intuitivamente, vamos imaginar a superficie da primeira esfera como uma placa
sélida de espessura suficientemente pequena (essa ideia pode ser estendida para qualquer
superficie).

Assim, para valores de x cada vez mais préximos do zero (indica-se z — 0 e lé-se
“r tende a zero”), o volume V do sélido limitado pelas duas esferas é aproximadamente
igual a Az, em que A é a drea da superficie esférica cujo raio mede r.

Expressando também V' como a diferenca entre os volumes das duas esferas, temos:

dm(r + ) 4ard

Ax = -
3 3
Ar s 2 2, .3 _ .3
A:E:?'(T + 3rix + 3ra® + x° —1r°)
4
Aa::%x-(?)?ﬂ—i-?)rx—{—x?)
4
A:?W-(3r2+3rx+x2)

Se x tende a zero, as parcelas 3rz e 22 também tendem a zero e dai:

4
A:§~3T2 = A=d4mr?

Assim, a 4rea de uma superficie esférica de raio de medida r ¢ dada por: A = 472,
Fuso esférico ou biangulo: é a superficie gerada pela rotacao de uma semicir-
cunferéncia que gira o graus (0° < o < 360°), ou radianos (0 rad < a < 27 rad), em

torno do eixo que contém seu diametro.

Figura 34: Fuso esférico

mpemmm—-——-

-
.
ua
AL

Fonte: Autores

Quando « é dobrado, a area do fuso esférico é dobrada; triplicando «, também a
area do fuso esférico é triplicada; e assim sucessivamente. No caso de a = 360°, o fuso
esférico transforma-se na superficie da esfera, cuja drea é A = 4mr?.

De modo geral, a area do fuso esférico é proporcional a « e, portanto, pode ser

calculada por uma regra de trés simples.
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Observe como ficam as expressoes da area de um fuso esférico em funcao da medida

(o) do angulo de giro, em graus e radianos:

Para a em graus: Para o em radianos:
360° —— 4mr? mria o2 rad — 4mr?
= AFuso - W = AFuso - 2T205
o — AFuso o — AFuso

Essas expressoes nao precisam ser memorizadas, pois sempre podem ser obtidas

através de uma regra de trés simples.

Cunha esférica: ¢é o sélido gerado pela rotagao de um semicirculo que gira «
graus (0° < a < 360°), ou radianos (0 rad < a < 27 rad), em torno de um eixo que

contém seu diametro.

Figura 35: Cunha esférica

Fonte: Autores

Note que, se o é dobrado, o volume da cunha esférica é dobrado; se « é triplicado,

o volume da cunha esférica também ¢é triplicado; e assim sucessivamente. No caso em que
43

a = 360°, a cunha esférica transforma-se em uma esfera, e seu volume é V =
De modo geral, o volume da cunha esférica é proporcional a a e, portanto, pode
ser calculado por uma regra de trés simples.

Observe as relagoes obtidas:

Para a em graus: Para o em radianos:
3 3
360° —— dmr” Tria 21 rad — dmrr” 2r3a
3 = VC’unha - 2700 3 = VC’unha - 3
o — VCunha o VCunha

Assim como as formulas para o fuso esférico, as formulas para a cunha esférica nao
precisam ser memorizadas; basta estabelecer uma regra de trés.

Observe que a superficie de uma cunha esférica contida em uma esfera de raio
r é a reuniao de um fuso esférico com dois semicirculos de raio r. Assim, a drea total

da cunha esférica é igual a soma da area do fuso esférico com a area de um circulo de raio r.
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Calota esférica: ¢ a superficie de revolugao cuja geratriz é um arco de circun-
feréncia maxima e cujo eixo é uma reta tal que:

a) passa pelo centro da circunferéncia méxima que contém o arco;

b) passa por um extremo do arco e nao o intercepta em outro ponto;

c) ¢ coplanar com o arco.

Figura 36: Calota esférica

Fonte: Autores

Zona esférica: é a superficie de revolugao cuja geratriz ¢ um arco de circunferéncia
maxima e cujo eixo ¢ uma reta tal que:

a) passa pelo centro da circunferéncia méxima que contém o arco;

b) nao passa por nenhum extremo do arco nem intercepta o arco em outro ponto;

c) é coplanar com o arco.

Figura 37: Zona esférica

Fonte: Autores

Outra definicao para calota e zona esférica: ao seccionar uma superficie
esférica por dois planos paralelos entre si, dividimos essa superficie em trés partes; a que
esta entre os dois planos, reunida as duas circunferéncias-seccao, é chamada zona esférica,
e cada uma das outras duas, reunidas a respectiva circunferéncia-seccao, é chamada calota
esférica, conforme Figura 38.

A éarea da calota esférica e da zona esférica é dada por A = 2xrh, em que r é o
raio da circunferéncia que contém o arco (é o raio da superficie esférica) e h é a projegao

do arco sobre o eixo. Dessa forma, temos:

Acalota = 27rrhcalota Azona = 271—Thzona
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Figura 38: Calotas e zona esférica

Fonte: Autores

Uma deducao simples para a area da calota esférica, e consequentemente, da zona
esférica, pode ser dada tomando a figura abaixo e considerando que estas areas apresentam
proporcionalidade em relacao a area da superficie esférica de acordo com a altura h da

calota ou da zona em questao.

Figura 39: Area da calota e zona esférica - Deducao

Fonte: Autores

Sendo assim, temos que:

A h A h
calota _ N calota - Acalota = 27rh
Asup.esf 2r dmr? 2r

De posse da formula para area da calota esférica e da area da superficie esférica,
podemos deduzir a area da zona esférica de altura d, considerando a Calota, de altura h

e Calotay de altura z, conforme Figura 39, da seguinte forma:
Azona = Asupesf — Acatotal — Acatotaz = 47r* — 27rh — 2wre = 4nr? — 27r(h + )
Como 2r =d+ h+x — h+ x = 2r — d, substituindo na equacao temos:

Agona = 4mr? =217 (2r — d) — Agona = 4wr? — dr? + 27rd = 27rd
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4.4 Area do triangulo esférico

O célculo da area de um fuso esférico possibilita realizar a demonstracao da féormula
utilizada para calcular a area de um triangulo esférico que tenha angulos esféricos «, 3,y
medidos em radianos ou em graus.

Dado um triangulo esférico AABC, conforme Figura 40, vamos considerar os pon-
tos antipodas A’, B’, C' em relacao aos vértices do triangulo esférico e também os seguintes

angulos diedros «, (3, 7:

a : Diedro B— AO —C
B : Diedro A— BO — C
v : Diedro A—CO — B

Perceba que cada diedro aparece duas vezes na esfera, o que fornece seis fusos sobre
a superficie esférica. Mas ao somarmos esses seis fusos com o intuito de completar a area

da superficie esférica, acabamos somando 4 triangulos esféricos a mais na area final.

Figura 40: Triangulo e fusos esférico

Fonte: Autores

Deste modo, considerando a medida dos angulos do triangulo esférico (angulos
diedros) medidos em radianos, podemos dizer que a drea da superficie esférica Ag pode

ser expressa através da seguinte equagao:

Ag =2A, + 2A5 — 2Apapc + 2A, — 2ApaB0
As = 2A, +2A5 +2A, — 4Apapc
Amr? =2 2r%a+2-2r°3 4+ 2 - 2r°y — 4Apapc
mr? = r’a 4+ r’f 4+ r’y — ApaBe
Apapc = r?a+ 1B + rly — mr?

Apapc =r*(a+ 4+~ —)

Chegamos assim a férmula da area de um triangulo esférico, que pode ser traduzida
como o produto do excesso esférico (valor que a soma dos angulos internos do triangulo

esférico excede ) pelo quadrado do raio da esfera.
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Figura 41: Area do tridngulo esférico

Fonte: Autores

Caso os angulos esféricos sejam medidos em graus e sabendo que a area do fuso de

o ¢ vl o A 2mrla
—— que éigual a Apye = ———
o duCCIS r 180°

90

um angulo diedro « é dada por Ap,,, = , temos:

Ag =2A, + ZAB + 2A’y — 4AAABC

2. 2mr2a 2-27r2B 22wy

Ar? = —4A
o 180° T 1se 1800 AABC
o w8 wry
A — —r?
AABC = 805 T 1800 T 1800
mrla  wr?B  wr?y 180°mr?
Apape = —

180° - 180° * 180° 180°

wr?

180°

Vale ressaltar que a soma dos angulos internos de um triangulo esférico é sempre

Apape = (a+ p+v—180°)

maior que 180°, e a expressao a + 3 + v — 180° representa o valor do angulo excedente a

180° do triangulo esférico.

Coordenadas esféricas: um ponto P ¢ escrito no sistema de coordenadas esféricas
quando é representado pela terna P(p, 6, ¢), onde p é a distancia do ponto P a origem do
sistema de coordenadas (0O), # é o angulo que o segmento OB (com o ponto B sendo a
projegao do ponto P sobre o plano zOy) forma com o eixo = positivo e ¢ é o angulo que o
segmento OP forma com o eixo z positivo, com as seguintes restricdes p > 0, 0 < 6 < 2,
0 < ¢ <, como indica a Figura 42.

As coordenadas esféricas facilitam a localizacdo de pontos na superficie esférica
e também ¢é utilizada em célculos e demonstracoes que envolvem areas da superficie e
volume da esfera, abordados geralmente nas disciplinas de Calculo Diferencial e Integral

estudadas em cursos de nivel superior.
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Figura 42: Coordenadas Esféricas

Fonte: Autores

Utilizando relacoes trigonométricas em triangulos retangulos é possivel encontrar
formulas de conversao das coordenadas polares para coordenadas retangulares. Com base

na figura acima podemos perceber que:

z
COSp=— = 2=p-COSQ
p

- cpP —
OB =CP e sing =— entao OB = p-sin¢
p

sinf = O% —y=p-singsinf = cosf = % —x = p-sin¢cosf

Portanto, temos que (z,y,z) = (p - singcosf, p - sin psin b, p - cos @).

Mesmo sabendo que o uso de coordenadas polares, cilindricas e esféricas sao mais
utilizados em estudos mais avangados na area, que ocorre nos cursos de ensino Superior de
Matematica ou de Ciéncias exatas, consideramos como uma das justificativas que podemos
apresentar para inserir o conceito de coordenadas esféricas aos alunos do ensino médio, é
que o uso destas coordenadas, principalmente a conversao para coordenadas cartesianas,
possibilita a construgao de muitos elementos da geometria esférica no software GeoGebra
3D, pois o uso da ferramenta Controle Deslizante, aplicada a dois angulos que variam de
0° a 360° e 0° a 180°, respectivamente 6 e ¢ (Figura 43), geram todos os pontos sobre a
superficie de uma esfera, tornando acessivel a elaboracao de diversos objetos geométricos

pertencentes a esta geometria.

Figura 43: Superficie esférica construida com com ponto flutuante (¢ de 5° em 5°)

Fonte: Autores
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5 PROPOSTA DE ENSINO

O principal objetivo dessas atividades é apresentar aos alunos uma “nova” geo-
metria, de modo a introduzir alguns conceitos basicos da geometria esférica nas aulas
regulares de ensino médio, em que a geometria da esfera deixaria de ser apenas uma
parte do espaco tridimensional euclidiano, além de estabelecer relagoes com conceitos da
geometria euclidiana.

Para iniciar, sugerimos a leitura de parte de uma histéria em quadrinhos intitulada
As aventuras de Anselmo curioso: Os mistérios da geometria® do autor Jean-Pierre Petit.
Nesta obra, o autor utilizou a técnica da banda desenhada para ensinar ciéncia a pessoas

sem formagao cientifica.

Figura 44: Material adaptado de “As aventuras de Anselmo Curioso: Os Mistérios da
Geometria”
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Fonte: Petit (1982)

!0 dowload da obra pode ser feito gratuitamente em  http://www.savoir-sans-
frontieres.com/JPP /telechargeables/Portuguais/
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Figura 45: Material adaptado de “As aventuras de Anselmo Curioso: Os Mistérios da
Geometria”
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Fonte: Petit (1982)

Com essa leitura, objetiva-se introduzir a geometria esférica de forma simples e
divertida. Durante a leitura, se os alunos apresentarem dividas, possiveis intervengoes
para realizar discussoes e comentarios poderao ser necessarias por parte do professor.

No que segue, visando propiciar aos alunos um primeiro contato com a geome-
tria esférica, inicialmente serd apresentado um relato histérico acerca do surgimento e
desenvolvimento das geometrias nao euclidianas, bem como as propriedades da geometria

esférica, cujo texto base encontra-se distribuido neste trabalho.

5.1 Atividades

As atividades seguintes foram extraidas de Carvalho (2014) (que teve como base
Coutinho (2001) e Polya (1995)), e tem por objetivo comparar as geometrias plana e
esférica, percebendo suas diferencas.

Atividade 1. Um urso parte do ponto P e percorre um quilometro no sentido
Sul. Em seguida, muda de rumo e anda um quilometro no sentido Leste. Finalmente,
muda outra vez de rumo, percorre um quilometro no sentido Norte e chega exatamente
ao ponto de partida. Qual é a cor do urso?

Nesta situacao, pretende-se analisar os seguintes itens:

a) Desenhar numa folha de papel o caminho percorrido pelo urso.

b) De acordo com a situagao acima é possivel que o urso volte ao ponto de partida?

c¢) Desenhar numa esfera de isopor o caminho percorrido pelo urso.

d) Analisando o caminho desenhado na esfera de isopor, é possivel que o urso volte
ao ponto de partida?

Nesta atividade, possivelmente serd necessario resgatar conceitos sobre pontos car-
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deais (Norte, Sul, Leste e Oeste) e, em seguida, deve-se procurar refletir acerca da nossa
percepgao sobre superficies plana e esférica, gerando um debate sobre a representagao do
plano euclidiano e do Globo Terrestre.

No caso da folha de papel, pode-se constatar que numa superficie plana nao é
possivel que o urso volte ao ponto de partida e perceber que sempre formarao duas retas

paralelas

Figura 46: Atividade 1 - folha de papel

1km 1km W E

1km

Fonte: Carvalho (2014)

Ja na esfera de isopor, as circunferéncias méximas irao se encontrar nos polos e,
dessa forma, tal situagao so sera possivel na geometria esférica, com o urso partindo do

polo Norte e, consequentemente, a cor deste é branca.

Figura 47: Atividade 1 - esfera de isopor

P

Fonte: Carvalho (2014)

Atividade 2. Considere a situacao hipotética em que uma pessoa resolveu sair
de casa e caminhar em linha reta infinitamente.

a) Desenhe o caminho percorrido pela pessoa numa folha de papel.

b) De acordo com o caminho percorrido desenhado na folha de papel, é possivel
que a pessoa volte ao ponto de partida?

c¢) Desenhe o caminho percorrido pela pessoa numa esfera de isopor.

d) De acordo com o caminho percorrido desenhado na esfera de isopor, é possivel
que a pessoa volte ao ponto de partida?

Esta atividade, semelhante ao recorte apresentado na histéria em quadrinhos,

ajuda a compreender a diferenca entre uma reta na superficie plana e na superficie esférica,
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chamada de circunferéncia maxima. Além disso, leva a refletir que, na geometria eucli-
diana, a reta é infinita, ao passo que na geometria esférica, a reta é finita (embora seja

ilimitada).

Atividade 3. Suponha agora que essa mesma pessoa caminhe em linha reta da
sua casa até a floresta, a uma distancia de 10 km.

a) Desenhe numa folha de papel o caminho percorrido pela pessoa.

b) Desenhe numa esfera o caminho percorrido pela pessoa e represente esse desenho
na folha de papel.

¢) Qual é a diferenga entre os dois desenhos? Anote suas conclusoes.

A terceira atividade objetiva mostrar que a menor distancia entre dois pontos na
superficie plana é um segmento de reta, enquanto que na geometria esférica, é um arco

de circunferéncia méxima.

Atividade 4. Considere a seguinte situacao hipotética: Como seriam as tra-
jetorias de dois barcos navegando por um longo percurso, de modo que mantenham sempre
a mesma distancia um do outro? Explique e justifique.

a) Desenhe numa folha de papel e numa esfera de isopor o caminho percorrido
pelos dois barcos.

b) E possivel tragar retas paralelas para representar o caminho percorrido pelos
dois barcos na folha de papel e na esfera de isopor?

Esta atividade visa explorar que nao existem retas paralelas na superficie esférica.
Ademais, esta situacao torna evidente a negacao do quinto postulado de Euclides com a
seguinte ideia: Por uma ponto P fora de uma reta r, nao passa nenhuma reta paralela
a r. Diante disso, todas as circunferéncias maximas de uma superficie esférica sempre
se interceptam em pelo menos dois pontos e, assim, os barcos se encontrarao no ponto

diametralmente oposto ao ponto de inicio do trajeto.

Atividade 5. Construa as figuras, como indicado abaixo.

a) Desenhe um triangulo qualquer numa folha de papel e com um transferidor meca
seus angulos e anote os resultados.

b) Desenhe um triangulo qualquer numa esfera de isopor e com um transferidor
mega seus angulos e anote os resultados.

Com esta atividade, além de comparar os triangulos nas duas superficies, é possivel

constatar que a soma dos angulos internos de um triangulo esférico é maior que 180°.

Atividade 6. Utilizando atilhos de borracha, construa um triangulo na superficie
da esfera de isopor. Faga as conjecturas da situacoes abaixo.

a) O que acontecera com os angulos se afastarmos progressivamente os vértices?
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b) Quanto mediréd os angulos quando se inscreverem sobre um equador da esfera?

¢) Quanto medird a soma desses angulos?

O objetivo proposto nesta atividade é comparar e conjecturar os resultados obtidos
a fim de entender melhor as propriedades da soma dos angulos internos dos triangulos

esféricos que, além de ser maior que 180°, nao é constante, diferente dos triangulos planos.

Atividade 7. Utilizando uma esfera de isopor, desenhe duas circunferéncias
maximas perpendiculares e desenhe uma terceira circunferéncia maxima, perpendicular
as duas ja construidas.

a) Em quantos triangulos a esfera ficou dividida?

b) Quanto mede cada angulo desses triangulos?

¢) Qual a soma dos angulos internos desses triangulos?

d) Como ¢ classificado esse triangulo esférico de acordo com seus lados e seus
angulos?

Nesta situacao é necessario relembrar nocoes de perpendicularismo, além de propor
uma discussao sobre a classificacao dos triangulos esféricos de acordo com a medida dos

seus angulos internos e seus lados.

5.2 Exercicios de aplicacao

A seguir, serao propostos exercicios de aplicacao com sugestoes de solugao, onde o
objetivo é fixar alguns conceitos e os principais elementos dos objetos geométricos abor-
dados neste trabalho. Os exercicios foram extraidos de Alves (2009), Dolce e Pompeo
(2013) e lezzi, et al (2016).

1. Supondo que o raio da Terra meca 6 400 km e considerando m = 3, 14159,
calcule:

a) o comprimento do Equador.

b) a drea da superficie da Terra.

c) a area da superficie terrestre coberta por dgua, sabendo que ela corresponde

aproximadamente a 70% do total.

2. Determine, em graus, a medida do angulo do fuso de uma esfera, sabendo que

a drea do fuso é 54w cm? e da superficie esférica é 3247 cm?.

3. A area da intersecao de um plano com uma esfera de raio 17 é 2257. Calcule a

distancia do plano ao centro da esfera.

4. Uma esfera é cortada por dois planos paralelos e a distancia entre eles é de
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18 cm. Sabendo que esses planos determinam circulos de &reas 1447 c¢m?, determine o

volume da esfera.

5. Uma cunha esférica de 10° tem volume 1 078 cm®. Qual é a sua 4rea total?
22

Considere m = —.
7
6. Determine a area do circulo da esfera cujas distancias polares sao de 5 cm e 3

cm .

7. Determine a superficie de uma esfera, sendo 26w cm o comprimento da circun-

feréncia maxima.

8. Determine a medida do raio de uma esfera, sabendo que seu volume e sua su-

perficie sao expressos pelo mesmo nimero.

9. Uma quitanda vende fatias de melancias embaladas em plédstico transparente.
Uma melancia com forma esférica de raio de medida r foi cortada em 12 fatias iguais, e
cada fatia tem a forma de uma cunha esférica. Sabendo-se que a area de uma superficie
esférica de raio r cm é 47r? cm?, determine, em funcao de 7 e 7r:

a) a drea da casca de cada fatia da melancia (fuso esférico);

b) quantos centimetros quadrados de plastico foram necessérios para embalar cada
fatia (sem nenhuma perda e sem sobrepor camadas de plastico), ou seja, a area da su-

perficie total de cada fatia.

10. Calcule a distancia de uma secao plana de uma esfera ao centro da esfera,
sabendo que o circulo maximo (circulo que possui o mesmo centro e o mesmo raio da
esfera) tem drea igual ao quadruplo da drea determinada pela se¢do plana e que o raio da

esfera mede 17 cm.

11. O raio de uma esfera mede 41 cm. Determine a razao entre as dreas das secoes
obtidas por dois planos, sendo de 40 cm e 16 cm as respectivas distancias desses planos

ao centro da esfera.

12. Supondo que o raio da Terra meca 6 400 km, qual o comprimento de um grau
de longitude em uma:

a) latitude de 30° N (aproximadamente a latitude de Nova Orleans)?

b) latitude de 10° S (aproximadamente a latitude de Maceid)?

c) latitude arbitraria 57
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13. A que latitude um paralelo mede 20 100 km? Qual a area da zona esférica

compreendida entre a linha do Equador e este paralelo?

Sugestoes de solucao

1. a) O célculo do comprimento da circunferéncia é dado por 27r. Substituindo o
valor de r e de 7, temos que C' = 40 212, 352 km.
b) Substituindo o valor de r e de m na férmula da drea da superficie esférica, temos que
A =514 718 105,6 km?>.
c) Seja A, a drea da superficie terrestre coberta por dgua. Multiplicando o resultado

anterior por 0,7, obtemos como resposta A, = 360 302 673,92 km?.

2. Como a area do fuso esférico é proporcional a area da superficie esférica, o
angulo do fuso, definido como «, pode ser calculado por uma regra de trés simples entre
a area da superficie esférica para 360° e a area do fuso esférico para «, obtendo como

resposta a = 60°.

3. A intersecao do plano com uma esfera determina um circulo de raio s cuja area
é 225m = 71s%, dai s = 15. Temos que o raio da esfera (r = 17) ¢ hipotenusa e que o raio
da segdo (s = 15) é um cateto, pelo teorema de Pitdgoras, a distancia (d) do plano ao

centro da esfera é igual a 8.

4. A drea dos circulos é 1441 = s, daf s = 12 (onde s é o raio da segao determi-
nada pelo plano). Se os raios dos circulos sao iguais, os dois planos sdo equidistantes do
centro, ou seja, a distancia (d) de cada plano ao centro da esfera é igual a 9. Temos d = 9
e s = 12 sao catetos e, aplicando o teorema de Pitagoras, r = 15, sendo este o raio da es-

fera. Substituindo o valor de 7 e na férmula do volume da esfera, obtemos V' = 4 5007 em?.

5. Definindo a como o angulo da cunha esférica e r o raio que a contém, inicial-
mente, serd calculado o volume da esfera estabelecendo uma regra de trés entre o volume
da esfera para 360° e o volume da cunha esférica para 10°. Em seguida, o valor de r
podera ser encontrado ao igualar o resultado anterior com a férmula do volume da esfera.
A area total da cunha esférica de raio r é igual a soma da area do fuso esférico com um
circulo, ambos de raio r e, como conhecemos r, o e w, basta substituir esses valores nas

férmulas e obter como resposta Agunne = 1 540 m2.

6. Seja s o raio da secao e d o diametro da esfera. Aplicando o teorema de
Pitagoras no triangulo retangulo formado pelas distancias polares e pelo diametro da
esfera, temos que d = v/34. Pelas relagoes métricas no tridangulo retangulo (ah = be),
temos que s = \}ﬁ Substituindo o valor de s na férmula da area do circulo, obtemos
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225
A= 3—471- cm2.

7. O comprimento da circunferéncia é 26w = 27r, logo, r = 13. Substituindo o

valor de r na férmula da area da superficie esférica, obtemos A = 6767 cm?.

Amr3

8. A férmula do volume da esfera é dada por V = e a da area da superficie

2

esférica, A = 4nr®. Como o volume e a superficie sao expressos pelo mesmo nimero,

basta igualar as equacgoes, obtendo r = 3 como resposta.

1
9. a) Como cada fatia equivale a T2 da melancia, a area procurada sera o produto

w2

desde valor com a area da superficie esférica, ou seja, Acasca da fatia = —5—
b) Deve-se determinar a drea de uma cunha esférica de a = 30° e de raio r. Como a drea

total da cunha esférica é dada pela soma da area do fuso esférico com a area de um circulo,
4

3

2

basta substituir o valor de @ nas férmulas e obter como resposta Acunha = cme.

10. Seja r o raio do circulo maximo e s o raio do circulo determinado pela secao.
Como r = 17 c¢m, a area do circulo maximo é Ax = 2897w. O resultado obtido ¢é igual o
quadruplo da area do circulo determinado pela secao, igualando estes resultados, temos

que s = —. Temos que o raio do circulo maximo (r = 17) é hipotenusa e que o raio da

secdo (s = 7) é um cateto, pelo teorema de Pitdgoras, a distancia (d) do plano ao centro

17V3
9

da esfera é igual a cm.
11. Seja r o raio da esfera e s; o raio do circulo determinado pela se¢ao que esta
a uma distancia d; de 40 cm do centro da esfera. Pelo teorema de Pitagoras, temos que
s1 = 9, logo, a area desta secao é 81m. Analogamente, seja ss o raio do circulo determi-
nado pela se¢ao que esta a uma distancia d, de 16 cm do centro da esfera. Pelo teorema
de Pitagoras, temos que sy = 5v/57, logo, a area desta secao é 1 4257. Assim, a razao
7
entre as areas das segoes ¢ ——.
S0%5 € 475
12. a) Seja r o raio do paralelo que estd a uma latitude de 30°, temos que
r
cos 30° =
6 400

-3200v3 -1
[ = %, e neste caso, o = 1° ¢ a longitude de 1°, temos [ = T V3 ~ 96,7 km.
b) Sabendo que cos 10° ~ 0, 9848 temos que o raio do paralelo mede r = 6 400 - 0, 9848 ~
-6 302-1
6 302 e para a = 1° temos o comprimento deste arco medindo [ = WT ~ 110 km.

r -
c) Generalizando o exposto nos itens a) e b), temos que cos § = — entdo r = R - cos 3,

ou seja, r = 3 200v/3. Como o arco ! de circunferéncia é dado por

onde B é a latitude, R é o raio da Terra e r é o raio do paralelo. Com um arco
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N Tro , : .
[ de circunferéncia é dado por [ = 180 e neste caso, a é a longitude medida em
graus. Entao para cada grau de longitude para uma latitude [ arbitraria é dada por

l_wroz_wR-cosB-oz_64007T-COSB

180 180 180
13. O comprimento de uma circunferéncia C' é dada por C' = 27r, portanto
20 100 = 2-3,14-r — r ~ 3 200 km. Considerando a latitude [ e sabendo que
3 200 1
cosff = T = —, é facil verificar que g = 60° de latitude. Vale lembrar que

R 6400 2’
podemos ter dois paralelos com este comprimento: um a 60° Norte, e outro a 60° Sul.

Observagao: conforme exercicio anterior, é facil verificar que cada grau de longitude neste
paralelo equivale a aprorimadamente 55,8 km.

Como a area da zona esférica é dada por A = 2nRh, onde h é a altura da zona, e como

V3

sen 60° = %, temos que h = sen60° - r = - 6 400 ~ 5 542 km. Sendo assim a area
da zona esférica compreendida entre a linha do Equador e um dos paralelos de 60° de
latitude é A = 27 - 6 400 - 5 542 ~ 222 857 043 km? de area.

Observagao: interessante perceber que, sabendo que a drea da zona esférica (ou calota
esférica) é proporcional a altura da zona (ou calota) e que quando h = 2R temos a drea
total da superficie terrestre, pois A, = 2rRh = 2rR2R = 4w R? = Asupest., entao a drea
da zona esférica de altura 2 770 km poderia ser calculada através da divisao da drea da

total da superficie pela razao entre o diametro e a altura da zona, ou seja,

Agupess. A -6 4002 )
A = =gl — e = 222 857 043 km?,

h 5 542
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6 CONSIDERACOES FINAIS

Embora as geometrias nao euclidianas sejam alvo de constantes estudos para es-
pecialistas em matematica desde sua descoberta, hd quase dois séculos, ha uma escassez
de livros sobre o assunto com texto adequado para iniciantes.

Este trabalho foi escrito em uma tentativa de fornecer um material satisfatério
que pudesse ser utilizado como um material didatico para o ensino de geometria esférica.
Acreditamos que este material, juntamente com atividades propostas, possa contribuir
para o desenvolvimento do pensamento geométrico dos estudantes de Ensino Médio, bem
como para a formacao profissional dos professores de Matemética da Educacao Bésica.

Nos capitulos II e III, apresentamos o contexto historico do assunto com bastante
énfase, pois ja foi dito que nenhuma ciéncia perde tanto quando desassociada de sua
histéria quanto a matematica. O que é particularmente verdade nas geometrias nao
euclidianas, pois a histéria dramatica dos esforcos realizados ao longo de vinte séculos
para demonstrar o quinto postulado de Euclides, culminando no triunfo do racionalismo
sobre a tradicao e na descoberta das geometrias nao euclidianas é parte integrante do
assunto. Além disso, um relato das dificuldades, dos esforgos fadados ao fracasso ou que
nao atingiram os objetivos por uma margem escassa e do tempo envolvido em todo este
processo, além de dar a medida da grandeza desta realizacao humana, pode ajudar a nao
deixar persistir a impressao de que a matematica é algo pronto e acabado.

Quanto a proposta de ensino, certos de que consiste em apenas uma fragao do todo,
acreditamos que esta possa ser util para a implementacao da geometria esférica, além de
incentivar professores e alunos a ampliar os horizontes para a construcao do conhecimento
matematico. A apresentacao de cada conceito e propriedade é acompanhada de imagens
elaboradas no software livre de geometria dinamica GeoGebra 3D, que acreditamos trazer
detalhes precisos para a compreensao dos elementos apresentados. Ainda, a proposta
de ensinar uma nova geometria nao significa desconsiderar a geometria euclidiana, mas
resgata-la, pois sao necessarios conhecimentos de geometria euclidiana para a apreensao
dos conceitos de geometria esférica. Dessa forma, levar os estudantes do Ensino Médio
ao conhecimento da geometria esférica implica proporcionar-lhes acesso a outras ideias,
ampliando seu conhecimento e pensamento geométrico ao relacionar e diferenciar estas
geometrias.

Neste ponto, vale ressaltar que algumas caracteristicas que se verificam quando
consideramos uma superficie esférica sao peculiares e podem em um primeiro momento
causar estranhamento aos alunos, como por exemplo a definicao de reta ser uma circun-
feréncia maxima e segmento de reta ser definido como um arco desta mesma circunferéncia.
Dentre as propriedades desta geometria, é importante destacar e comentar algumas:

1) Na geometria esférica nao existem retas paralelas. Como na geometria euclidiana

temos uma unica reta paralela a uma reta dada e que passa por um ponto fora dela ou



62

retas paralelas coincidentes, esta propriedade pode nao ser tao evidente aos alunos do
ensino médio e merece uma atencao especial.

2) A 4rea da superficie esférica é dada pela expressao 47r?, onde r é o raio da
esfera. Embora a deducao que apresentamos nao tenha relacao com areas da geometria
euclidiana, esta area é exatamente o quadruplo da area de um circulo plano de mesmo
raio e, por consequéncia, pode ser utilizada por alguns estudantes para sua assimilacao,
ja que a area de um circulo é muito utilizada na geometria plana e espacial trabalhadas
na educagao basica.

3) A deducdo do volume da esfera envolve conhecimentos de volume do cone,
cilindro e o principio de Cavalieri, proporcionando um momento de relacao e utilizagao
de conhecimentos prévios admitidos muitas vezes sem conexao.

4) O resultado de que a area de uma calota esférica de altura h é igual a area
de uma zona esférica de mesma altura (h ou d, como usamos no texto, dependendo do
contexto) é algo impressionante, por ser contraintuitivo na maioria das vezes. Admitir
que, ao descascarmos uma laranja, a area da casca da “tampinha” de altura h é igual
a area da ‘rodela” da casca de mesma altura, uma estando no “polo” e outra estando
proxima ao “equador” da laranja, ¢ no minimo curioso, pra nao dizer intrigante.

5) Em um triangulo esférico a soma dos angulos internos é maior que 180° e menor
que 540°, trazendo uma nova perspectiva em relagao ao triangulo plano, além do fato
destes angulos serem definidos por retas tangentes a esfera no vértice do triangulo e os
lados serem arcos de circunferéncias maximas.

Por fim, as atividades e exercicios de aplicagao foram apresentados a fim de tornar
mais claro os conceitos da geometria esférica apresentados. Ademais, a utilizacao de
materiais manipuldveis de facil acesso e baixo custo (esferas de isopor e atilhos, por
exemplo) podem colaborar para um melhor entendimento e comparacido da geometria
esférica com a euclidiana.

Em um trabalho futuro, pretendemos aplicar efetivamente esta proposta de ensino

com alunos de Ensino Médio, buscando analisar a adequacao e aprimoramento da mesma.
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