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RESUMO

Esta proposta visa integrar o estudo de Func¢des Reais as areas de Geometria e
Trigonometria, por meio da resolucdo de problemas geométricos e do uso de construgdes
de representacgoes graficas de fungdes. A escolha desse tema surgiu diante da constatagao
de lacunas significativas nos conhecimentos geométricos dos estudantes ingressantes nos
cursos técnicos integrados do Instituto Federal de Educacgao, Ciéncia e Tecnologia do Rio
Grande do Sul (IFRS) - Campus Feliz. Para enfrentar essa dificuldade, propomos antecipar
o ensino de conteuidos geométricos desde o primeiro ano do curso, permitindo tempo
habil para o desenvolvimento e consolidacdo desses conhecimentos. A pesquisa é guiada
pela pergunta: Como explorar conceitos de fungdes reais no Ensino Médio, com enfoque
geométrico, utilizando o software GeoGebra? A proposta busca integrar tecnologia ao
ensino da Matematica, tornando o aprendizado mais visual, dindmico e acessivel. O
objetivo geral é desenvolver uma proposta pedagdgica que aborde fun¢des em um
contexto geométrico, por meio de construcdes dinamicas que estimulem o estudante a
fazer inferéncias e generalizagdes algébricas. Outros objetivos sdo: elaborar e justificar
uma sequéncia de atividades que favore¢a um aprendizado mais significativo de fungoes,
tenha o potencial de despertar o interesse dos alunos, promova a andlise de graficos e
dados, incentive a identificacdo de padrdes e desenvolva o raciocinio ldgico e a abstragao.
A metodologia adotada foi qualitativa, baseada em pesquisa bibliografica e desenvolvida
em trés etapas: levantamento de literatura sobre Geometria Dindmica e ensino de
func¢des; analise de questdes da Olimpiada Brasileira de Matematica das Escolas Publicas
(OBMEP) que envolviam Geometria e Funcdes; e elaboracao de duas sequéncias didaticas
- para o 12 e 0 32 anos do Ensino Médio - com o GeoGebra como ferramenta central. A
utilizacdo do GeoGebra permite a criacdo de graficos dinamicos, diversificando e
ampliando a forma de compreender e relacionar as representacdes graficas e algébricas.
Ao observar essas representacdes em movimento, os estudantes tém a oportunidade de
visualizar transformac¢des e identificar propriedades invariantes nas construgoes
geométricas. Em vez de analisarem uma dnica figura estatica, entram em contato com uma
familia de infinitas figuras geradas pelas sucessivas posicdes ao longo do movimento, o
que pode favorecer a formulacdo de conjecturas e a construcao de argumentos dedutivos.
Esses processos favorecem a transi¢cao do conhecimento empirico para o formal e podem
guiar o estudante pelos caminhos da argumentacao e prova. Conclui-se que ambientes de
Geometria Dinamica, como o GeoGebra, podem potencializar uma aprendizagem
matematica mais integrada e significativa, unindo visualizacdo, experimentacdo e
deducdo. Essa abordagem pode fortalecer a intuicdo, a formalizacdo e o pensamento
investigativo, essenciais para o desenvolvimento de competéncias matematicas sélidas.

Palavras-chave: Geometria. Fun¢des. GeoGebra. Geometria Dinamica.



ABSTRACT

This proposal aims to integrate the study of Real Functions with the areas of Geometry
and Trigonometry, through the resolution of geometric problems and the use of graphical
representations of functions. The choice of this topic arose from the observation of
significant gaps in the geometric knowledge of students entering integrated technical
programs at the Federal Institute of Education, Science, and Technology of Rio Grande do
Sul (IFRS) - Campus Feliz. To address this challenge, we propose to introduce geometric
content early in the first year of the program, allowing sufficient time for the development
and consolidation of this knowledge. The research is guided by the question: How can we
explore concepts of real functions in high school, with a geometric focus, using GeoGebra
software? The proposal seeks to integrate technology into mathematics teaching, making
learning more visual, dynamic, and accessible. The overall objective is to develop a
pedagogical approach that addresses functions in a geometric context, through dynamic
constructions that encourage students to make algebraic inferences and generalizations.
Other objectives include: developing and justifying a sequence of activities that fosters
more meaningful learning about functions, has the potential to spark student interest,
promotes graph and data analysis, encourages pattern identification, and develops logical
reasoning and abstraction. The methodology adopted was qualitative, based on
bibliographic research, and developed in three stages: a literature review on Dynamic
Geometry and the teaching of functions; analysis of questions from the Brazilian Public
School Mathematics Olympiad (OBMEP) involving Geometry and Functions; and the
development of two teaching sequences—for 1st and 3rd grade high school students—
with GeoGebra as the central tool. Using GeoGebra allows for the creation of dynamic
graphs, diversifying and expanding the way students understand and relate graphical and
algebraic representations. By observing these representations in motion, students have
the opportunity to visualize transformations and identify invariant properties in
geometric constructions. Instead of analyzing a single static figure, they interact with a
family of infinite figures generated by successive positions throughout the movement,
which can favor the formulation of conjectures and the construction of deductive
arguments. These processes facilitate the transition from empirical to formal knowledge
and can guide students along the paths of argumentation and proof. It follows that
Dynamic Geometry environments, such as GeoGebra, can foster more integrated and
meaningful mathematical learning by combining visualization, experimentation, and
deduction. This approach can strengthen intuition, formalization, and investigative
thinking, essential for the development of solid mathematical skills.

Keywords: Geometry. Functions. GeoGebra. Dynamic Geometry.
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1 Introdugao

Desde o ano de 2011, venho atuando de forma continua como docente em turmas
dos Cursos Técnicos Integrados ao Ensino Médio no Instituto Federal do Rio Grande do
Sul - Campus Feliz. Ao longo desse periodo, pude observar com frequéncia uma
recorrente dificuldade por parte dos alunos no que se refere a aprendizagem dos
conteudos de Geometria. Essa deficiéncia ndo é pontual, mas sim fruto de um histérico de
negligéncia dessa area do conhecimento durante o Ensino Fundamental, conforme
relatado pelos proprios estudantes ao longo dos anos.

Diante dessa realidade, e reconhecendo a importidncia da Geometria como
componente essencial na forma¢dao matematica dos alunos, busco, sempre que possivel,
integrar uma abordagem geométrica nos contetildos que ministro. Essa iniciativa visa ndo
apenas atender a demanda imediata dos estudantes, mas também contribuir para
preencher as lacunas formativas deixadas em etapas anteriores da escolarizagao.

Compreendo que, na regido onde atuo, ha uma necessidade evidente de
revalorizacdo e resgate mais efetivo da Geometria no contexto das aulas do Ensino Médio.
Nesse sentido, proponho, neste trabalho, duas sequéncias didaticas que tém como
objetivo apresentar o estudo das Func¢des a partir de constru¢des geométricas. Trata-se
de uma proposta metodolégica que visa integrar contetidos de Algebra e Geometria de
maneira significativa, promovendo uma aprendizagem mais profunda e articulada.

Essa proposta esta alinhada com minha afinidade particular com o tema e com o
desejo de contribuir com as praticas pedagoégicas de outros professores de Matematica.
Acredito que o compartilhamento de experiéncias e materiais didaticos pode fortalecer o
trabalho coletivo dos docentes e favorecer a diversificagdo no ensino.

As sequéncias didaticas produzidas destinam-se a professores do Ensino Médio e
contém 14 situagdes-problema. Essas sequéncias podem ser adaptadas conforme as
necessidades dos estudantes e tém como foco a resolucdo de tarefas desafiadoras e
significativas, relacionadas ao processo de ensino-aprendizagem de Fungdes reais de
variavel real e Areas de figuras planas.

Apo6s a exposicdo do planejamento referente a cada atividade, o professor
encontrard uma se¢do destinada as resolucdes detalhadas, cujas solu¢cdes pressupdem o
dominio prévio, por parte dos estudantes, de conceitos relacionados a Geometria e as

Funcaoes.



15

As atividades foram organizadas considerando a progressao dos contetidos ao longo
do Ensino Médio. A primeira sequéncia é voltada para alunos do 12 ano, com foco nas
funcdes polinomiais e no conceito de area, por meio de situacées-problema
contextualizadas geometricamente. Ja a segunda sequéncia é direcionada para alunos do
32 ano, e trabalha problemas mais complexos, que exigem a articulacao de conceitos de
Geometria e Trigonometria, preparando os estudantes para os desafios futuros do ensino
superior.

As atividades foram elaboradas com o objetivo de oferecer subsidios que
contribuam para o aprofundamento dos conhecimentos dos estudantes, ao mesmo tempo
em que sugerem uma metodologia baseada em praticas investigativas. Essa abordagem
busca ser mais intuitiva, favorecendo o desenvolvimento da argumentacdo légica e do
raciocinio dedutivo.

Os problemas de modelagem geométrica que resultam em fung¢des reais de
variavel real revelam-se como instrumentos potentes para o ensino da Matematica. Tais
problemas funcionam como verdadeiros laboratoérios para o ensino de Geometria, nos
quais os alunos podem explorar conceitos, testar hipdteses e construir significados por
meio da visualizacdo e manipulacdao de representacdes geométricas. Essa abordagem
pode favorecer o desenvolvimento do pensamento matematico e estimular a autonomia
intelectual dos estudantes.

Além disso, o uso de recursos tecnologicos, como os softwares de Geometria
Dinamica, amplia significativamente as possibilidades de exploracao didatica da
Geometria. Dentre esses recursos, destaco o software GeoGebra, cuja interface amigavel e
suas multiplas funcionalidades permitem a criacdo de construgdes interativas que
enriquecem o processo de ensino e aprendizagem. O movimento e a interatividade
presentes nas construcdes realizadas no GeoGebra ndo apenas tornam as aulas mais
atrativas, mas, sobretudo, constituem elementos essenciais para a compreensdo dos
conceitos. Assim, o software ndo é utilizado apenas como uma ferramenta de desenho,
mas como um verdadeiro ambiente informatizado de investigacdo matematica.

As propostas que apresento neste trabalho refletem minha inten¢ao de promover
uma pratica docente mais significativa, integradora e sintonizada com as demandas atuais
da Educa¢do Matematica. Espero, com isso, contribuir para a qualificagdo do ensino da
Matematica e para a formag¢do de alunos mais criticos, criativos e preparados para os

desafios do mundo contemporaneo.
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2 Problema, objetivos e justificativa

O ensino de Matematica no Ensino Médio, conforme estabelecem os Parametros
Curriculares Nacionais do Ensino Médio (BRASIL, 2002a), deve possibilitar aos
estudantes nao apenas a resolucdo de problemas praticos do cotidiano, mas também a
modelagem de fendmenos em diferentes areas do conhecimento. Além disso, espera-se
que os alunos compreendam a Matematica como ciéncia estruturada por teoremas e
demonstragcdes, reconhecendo seu carater histérico, social e sua relevancia no
desenvolvimento cientifico e tecnologico. Neste contexto, o estudo de fungdes reais de
variavel real constitui-se como conteddo central e estruturante, cuja abordagem demanda
metodologias que estimulem o raciocinio légico, a interpretagdo grafica e a articulacao
entre diferentes representa¢gdes matematicas.

Diante disso, o presente trabalho tem como problema de pesquisa a seguinte
indagacdo: como explorar conceitos de fun¢des reais de varidvel real no Ensino Médio, a
partir de um enfoque geométrico, utilizando o software GeoGebra? A relevancia dessa
investigacdo reside na possibilidade de integrar recursos tecnoldgicos ao ensino de
fungdes, promovendo uma compreensdo mais visual e dinamica dos conceitos envolvidos,
especialmente por meio das construgdes geomeétricas que o GeoGebra permite realizar.

O objetivo geral deste estudo é elaborar uma proposta de ensino que aborde o estudo
de funcdes em um contexto geométrico, enfatizando as construgcdes geométricas e as
dedugdes algébricas decorrentes, com o apoio do software GeoGebra. Entre os objetivos
especificos, destacam-se:

e Planejar e justificar uma sequéncia de atividades didaticas que favorecam uma
aprendizagem mais significativa dos estudantes, permitindo-lhes construir,
fundamentar, ampliar e solidificar seus conhecimentos matematicos;

e Construir uma sequéncia didatica que possa motivar os estudantes, engajando-os
para a construcdao do conhecimento, por meio da investigacdo, argumentacao e
prova;

e Provocar a percepc¢ao dos alunos sobre as propriedades matematicas presentes
nas situagdes-problema abordadas, promovendo o desenvolvimento do
pensamento logico e da capacidade de abstracao.

A utilizacdo de tecnologias digitais no ensino de Matematica, em especial o

GeoGebra, oferece novas possibilidades para o desenvolvimento de propostas
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pedagogicas que articulem o conhecimento geométrico e algébrico. A abordagem
geométrica das fungdes favorece a construcdo de significados por parte dos estudantes,
ao possibilitar a visualizacdo de propriedades como dominio, imagem, crescimento e
decrescimento, maximos e minimos, entre outras. Assim, o uso do GeoGebra como
ferramenta pedagdgica permite uma transicdo fluida entre representacdes graficas e
simbdlicas, contribuindo para uma aprendizagem mais integrada e contextualizada.

Além disso, o enfoque geométrico atende a necessidade de tornar o estudo das
funcdes mais acessivel e atrativo, estimulando a investigacdo, a experimentacdo e o
pensamento critico. Ao propor atividades que envolvem constru¢do, manipulaciao e
interpretacdo de graficos, espera-se que os estudantes desenvolvam ndo apenas
competéncias basicas de calculo, mas também habilidades cognitivas mais amplas, como
a capacidade de argumentag¢do, comunicacao e resolu¢do de problemas.

A proposta aqui delineada pretende contribuir para a melhoria do ensino de
funcdes no Ensino Médio, a partir de uma perspectiva que valoriza o uso da tecnologia e
o papel ativo do estudante no processo de aprendizagem. Com base nas diretrizes dos
PCNEM (2002) e BNCC, busca-se promover uma pratica pedagdgica que esteja em
consonancia com os desafios do nosso tempo, preparando os alunos para o uso

competente da Matematica em multiplos contextos.
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3 Procedimentos Metodoldgicos

A metodologia adotada para o desenvolvimento deste trabalho pautou-se,
fundamentalmente, na pesquisa bibliografica, estruturada em trés etapas principais, cada
uma com objetivos bem definidos e inter-relacionados. Na primeira etapa, procedeu-se a
um levantamento de livros, artigos académicos, dissertacdes e outras fontes relevantes
que abordam temas ligados a Geometria Dinamica, ao ensino de fungdes e a conteudos
afins. O objetivo central dessa etapa foi a construgdo de uma fundamentacao teérica que
pudesse sustentar, do ponto de vista pedagogico e didatico, as escolhas metodoldgicas
adotadas ao longo da pesquisa. Essa revisao da literatura permitiu identificar abordagens
diversificadas para o ensino de Matematica, bem como compreender os fundamentos
conceituais que embasam o uso de tecnologias digitais, como o software GeoGebra, no
processo de ensino e aprendizagem.

As principais referéncias teoricas utilizadas neste trabalho foram os estudos da
professora doutora Maria Alice Gravina, da Universidade Federal do Rio Grande do Sul
(UFRGS), sobre o ensino e a aprendizagem da Matematica por meio da Geometria
Dinamica. Essa escolha deve-se, em grande parte, ao fato de eu ter sido seu aluno nos anos
de 2012 e 2013 na UFRGS. Tanto em sua atuacdo como pesquisadora quanto como
docente, Gravina sempre esteve voltada as questoes relacionadas ao uso das tecnologias
digitais no ensino da Matematica escolar. Foi nesse contexto que tive contato com um
universo de possibilidades didaticas proporcionadas pelos recursos informaticos,
diretamente extraidos das aulas e das publica¢des da referida professora/pesquisadora.

Nesse ambiente académico, tive acesso a diversos trabalhos orientados por
Gravina, como, por exemplo, a dissertacdo “Matematica Dindmica: uma abordagem para
o ensino de fung¢des afim e quadratica a partir de situacdes geométricas”, de Eliana
Bevilacqua Salim, que apresenta como ponto em comum com a presente dissertagdo a
escolha tematica.

Também na UFRGS, tive a oportunidade de assistir a uma palestra do professor
doutor Victor Augusto Giraldo (UFR]), na qual apresentou o conceito de Graficos
Dinamicos. A partir desse contato, conheci suas relevantes publicagdes na Revista do
Professor de Matemdtica (RPM), onde coordenava a secao “Computador na sala de aula”.

Pesquisando mais sobre sua trajetdria, encontrei a obra Recursos Computacionais no
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Ensino da Matemadtica, escrita em coautoria com outros dois pesquisadores e publicada
pela Sociedade Brasileira de Matematica (SBM) na colegao PROFMAT.

Por meio das referéncias indicadas nos trabalhos do professor Victor Giraldo, tive
acesso a producdo do professor doutor Abraham Arcavi, um dos pioneiros nas
investigacdes sobre Geometria Dinamica. Pesquisador argentino com pés-doutorado na
Universidade da Califérnia, Berkeley, Arcavi atualmente reside em Israel, onde colabora
com o Ministério da Educacdo e com a Iniciativa para Pesquisa Aplicada em Educacao da
Academia Israelense de Ciéncias e Humanidades. Foi em Berkeley que desenvolveu um
projeto embriondrio de software de Geometria Dindmica, o Geometry Inventor, em 1994,
possibilitando o inicio das investigacdes sobre ensino e aprendizagem com objetos
dinamicos (Hadas, Arcavi, 2001).

Além dos trabalhos desses autores, que compdem a base tedrica principal desta
pesquisa, outros estudos também foram incorporados, todos oriundos de publica¢des
académicas com revisdo por pares, contribuindo para o aprofundamento e a
fundamentacdo da discussao proposta.

A segunda etapa consistiu na realizacdo de uma analise detalhada das provas
disponibilizadas no site da Olimpiada Brasileira de Matematica das Escolas Publicas
(OBMEP), com o intuito de selecionar questdes que envolvessem direta ou indiretamente
conceitos de Geometria Dinamica. A selecao dessas questdes teve como finalidade
identificar situagdes-problema que pudessem ser reinterpretadas ou adaptadas ao
contexto das sequéncias didaticas propostas, estabelecendo, assim, uma conexao entre o
conteudo trabalhado em sala de aula e o tipo de raciocinio exigido em avalia¢des externas
de relevancia educacional.

No presente estudo, foram analisadas todas as 37 provas do Nivel 3
disponibilizadas no site oficial da OBMEP no periodo de 2005 a 2024. Esse conjunto inclui
18 provas referentes a 12 fase e 19 provas correspondentes a 22 fase da competicao. A
partir desse material, foi possivel reunir um total de 474 questdes, que compuseram o
universo da andlise.

Durante o processo de triagem e leitura cuidadosa dessas questdes, foram
identificadas 20 que apresentavam, de forma simultanea, elementos relacionados aos dois
temas centrais deste trabalho. No entanto, ao aprofundar a analise qualitativa dessas 20
questdes, constatou-se que 4 delas abordavam conteddos ligados a distancias e

perimetros. Apesar de estarem relacionados a Geometria, esses tdpicos ndo se enquadram



20

no escopo especifico desta pesquisa, cujo foco recai sobre o estudo das areas de figuras
planas. Em razdo disso, as referidas 4 questdes foram desconsideradas para fins de analise
aprofundada.

As 16 questdes remanescentes, que tratam exclusivamente do tema "Areas de
Figuras Planas", foram consideradas pertinentes e relevantes para os objetivos desta
investigacdo. Essas questdes foram organizadas em ordem cronoldgica, com o intuito de
permitir uma visao evolutiva da abordagem do tema ao longo dos anos. A apresentagdo
cronolégica também facilitou a identificagcdo de possiveis mudangas na complexidade, na
linguagem e nos contextos propostos ao longo das edigoes da OBMEP.

Na terceira e ultima etapa, foram elaboradas duas sequéncias didaticas distintas,
direcionadas a diferentes niveis do Ensino Médio. A primeira sequéncia foi planejada para
atender as necessidades de aprendizagem de estudantes do primeiro ano do Ensino
Médio, enquanto a segunda teve como publico-alvo alunos do terceiro ano. Ambas as
propostas se fundamentaram na utilizacdo de constru¢des geométricas realizadas no
software GeoGebra, com o propésito de explorar e aprofundar a compreensao de fungdes
reais por meio de representagdes graficas e manipulacdes dinamicas, promovendo, assim,
um ensino mais interativo, visual e exploratorio.

A criagdo das sequéncias didaticas ocorreu em trés fases distintas, com o intuito de
construir um material pedagdgico robusto, explorando a articulacao entre Geometria e
Fung¢des por meio do software GeoGebra.

Na primeira fase, foram realizados experimentos livres e testes exploratorios com
o GeoGebra, visando a concepcao e analise de situagdes-problema geométricas. Os
problemas foram elaborados com um nivel moderado de complexidade, de forma que
pudessem ser prontamente reconhecidos, visualizados e compreendidos pelos
estudantes do Ensino Médio. As constru¢des geométricas envolveram figuras planas como
triangulos, quadrados, retangulos, losangos e circulos, servindo de base para o
desenvolvimento das situagdes didaticas. Para cada problema geométrico, foi gerado um
grafico dindmico que evidenciava a variacao da area da figura em fun¢do de determinado
parametro, revelando assim a natureza matematica da fungdo envolvida.

Ao longo dessa etapa, foram produzidos 80 arquivos distintos, cada um contendo
uma constru¢do geométrica diferente. A analise desses arquivos revelou uma ampla
diversidade de fungdes reais, dentre as quais se destacam: funcao constante, fun¢do afim,

funcao quadratica, funcdo definida por partes, funcdes trigonométricas e também fung¢des
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menos recorrentes no curriculo do Ensino Médio, como as fungdes polinomiais de 32 e 42
graus, fungdes racionais e funcdes cujas expressoes envolvem radicais de expressdes
algébricas. Estas ultimas, por sua natureza mais complexa, sdo mais frequentemente
abordadas em cursos de nivel superior, especialmente no contexto do Calculo.

Na segunda fase, procedeu-se a selecdo dos problemas que resultavam em fungdes
reais compativeis com os conteddos usualmente trabalhados no Ensino Médio. Os demais
problemas, por exigirem conhecimentos além desse nivel, foram descartados para os fins
deste trabalho. Os problemas selecionados foram, entdo, organizados com base em dois
critérios principais: o conteido matematico envolvido (tanto de Geometria quanto de
Fungdes) e o nivel de complexidade. A partir dessa triagem, foram escolhidos os
problemas mais representativos e significativos para os objetivos pedagogicos
pretendidos, resultando em um conjunto de 14 situagdes-problema, que posteriormente
foram distribuidas em duas sequéncias didaticas: a primeira contendo nove problemas e
a segunda, cinco.

Na terceira e ultima fase, com os problemas ja definidos, foram delineadas as
estratégias pedagdgicas a serem empregadas na condug¢do das atividades. Para cada
situacdo, foram identificados os objetivos de aprendizagem especificos, o que orientou a
elaboracdo de conjuntos de perguntas cuidadosamente planejadas. Essas perguntas
foram concebidas com a finalidade de guiar o raciocinio dos estudantes, promovendo a
investigacdo, a formulacdao de conjecturas e a constru¢do gradual do conhecimento
matematico, com foco especial na compreensdao das propriedades geométricas e na
representacao grafica da fungdo associada a cada problema.

Na fase subsequente da pesquisa, foi redigido um capitulo especifico dedicado a
sistematizacdo das bases tedricas consideradas essenciais para que os alunos possam
obter sucesso no desenvolvimento das atividades propostas nas sequéncias didaticas.
Esse capitulo funciona como um suporte teérico, oferecendo uma visao clara dos pré-
requisitos conceituais e operatérios necessarios para o pleno aproveitamento das

propostas pedagégicas desenvolvidas.
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4 Fundamentagiao Tedrica

Neste capitulo, serdo apresentados os principais artigos consultados na pesquisa,
acompanhados de um breve resumo de cada um, visando facilitar a leitura e compreensao
por parte do leitor. A seguir, serdo abordados temas fundamentais para embasar esta
pesquisa: o software GeoGebra, os conceitos de Geometria Dinamica e aspectos relevantes
do ensino de Fungdes e Geometria. A discussao dessas tematicas sera enriquecida com o
apoio dos autores e estudos mencionados na proxima se¢do, bem como de outras
referéncias complementares.

4.1 Revisdo de Literatura

O artigo “Modelling with graphical representations. For the Learning of
Mathematics” de Abraham Arcavi (2008) propde uma nova perspectiva para o ensino da
modelagem matematica na escola, destacando o papel central que as representacdes
graficas dindmicas podem desempenhar nesse processo. Em contraste com a abordagem
tradicional, que privilegia quase exclusivamente o uso de simbolos algébricos, Arcavi
argumenta que os graficos, especialmente quando mediados por tecnologias digitais,
devem ocupar um lugar de destaque como ferramentas primarias de modelagem.
Partindo da constatacdo de que a matematica escolar tende a favorecer a modelagem
simbolica, o autor sugere que, com o suporte das tecnologias, os graficos dinamicos
oferecem possibilidades ricas de aprendizagem. Esses recursos permitem aos alunos
visualizarem rela¢gdes matematicas em tempo real, antecipar conceitos mais avangados
(como derivadas e integrais) e desenvolver uma compreensao mais intuitiva sobre
variacdo e dependéncia entre variaveis.

Para Arcavi (2008), modelar é, essencialmente, transitar entre diferentes
“mundos”, da realidade para o simbolico ou grafico, e depois retornar, num movimento
que possibilita compreender, representar e resolver problemas. Embora a modelagem
escolar geralmente siga diretamente para o uso de expressoes simbolicas, o autor defende
que os graficos devem ser utilizados desde o inicio como ferramentas investigativas
centrais, permitindo a constru¢do gradual do conhecimento. A fim de ilustrar essa
proposta, o autor apresenta sete problemas geométricos baseados em figuras simples:
retangulos, tridangulos e trapézios, todos com restricdes, como perimetro fixo, por
exemplo. O objetivo é investigar como areas e comprimentos variam em funcdo de

determinados parametros, sempre partindo da exploragdo grafica dinamica antes de
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recorrer a formalizagdo algébrica. Os graficos gerados: parabdlicos, lineares, simétricos
ou com formas surpreendentes, incentivam a investigacdo, o questionamento e a
construcdo do conhecimento. As contribuicdes educacionais dessa abordagem sao
diversas e significativas. Em primeiro lugar, o conceito de fungao, que é essencial na
matematica, torna-se o eixo de todas as atividades. Ao visualizar graficos que mudam em
tempo real, os alunos conseguem estabelecer conexdes entre as representacdes
matematicas e os fendmenos do mundo real. Além disso, a inversido da ordem tradicional,
isto é, explorando modelos graficos antes dos simbdlicos favorece o desenvolvimento de
intuicdes visuais e conceituais que enriquecem o aprendizado formal posterior. Situacoes
inesperadas, como o comportamento quase linear observado no Problema 2, tornam-se
oportunidades valiosas de questionamento e aprofundamento, incentivando os
estudantes a refletirem criticamente sobre suas suposi¢des. Outro ponto forte desta
proposta é a valorizacao do ambiente tecnologico como uma arena experimental. Esse
espaco permite que os alunos explorem, testem hipoteses e recebam feedback imediato,
sem a pressdo do erro como fracasso. Assim, cria-se um clima propicio a construcao do
conhecimento. Por fim, essa abordagem serve como base preparatdéria para o estudo de
conceitos matematicos mais avancados. Ao promover o desenvolvimento de uma
infraestrutura intuitiva, os alunos estarao mais bem preparados para compreender temas
como calculo diferencial e integral.

Arcavi (2008) defende, portanto, um ensino que valoriza a modelagem grafica
dindmica como etapa inicial e essencial da aprendizagem matematica. Por meio da
exploracao visual e interativa, os alunos constroem significados antes de formaliza-los
simbolicamente, tornando o estudo das fung¢des e relagdes matematicas mais acessivel,
compreensivel e conectado com a intuicao. Por fim reitera sua visdo de que a modelagem
é um ciclo continuo entre os diferentes “mundos”: o da realidade, o das imagens e o dos
simbolos, um processo que se retroalimenta, aprofunda a compreensao e amplia as
possibilidades de aprendizagem.

0 ebook “Perimetro e area” (Gravina, Lopes, 2019) trata de uma proposta de
oficina, na qual foram explorados os conceitos de perimetro e area por meio de diversas
atividades, adaptadas a diferentes niveis de ensino. Sempre que possivel, foram
integrados elementos da aritmética, algebra e geometria. As propostas foram pensadas
com o intuito de incentivar a investigacdo; com o objetivo de estimular nos alunos as

atitudes que fazem parte do raciocinio matematico, como testar casos especificos,
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formular hipoteses, identificar padroes e buscar justificativas. Foi proposta a utilizacdo de
materiais concretos, como palitos, corddes, quadrados de papelao e papel quadriculado.
Além disso, recorreu-se ao uso do software GeoGebra, permitindo trabalhar com objetos
que transitam entre o concreto e o abstrato.

O artigo “A aprendizagem da Matematica em ambientes informatizados.” (Gravina,
Santarosa, 1999) examinou ambientes digitais que oferecem recursos alinhados com o
processo de aprendizagem construtivista, que se baseia no principio de que o
conhecimento é construido pelas agdes do sujeito. Sob a perspectiva da teoria do
desenvolvimento cognitivo de Jean Piaget, foram destacados recursos que auxiliam as
acoes do individuo e, consequentemente, favorecem a construcdo do conhecimento
matematico. Na aprendizagem da matematica, esse apoio se manifesta na oportunidade
de realizar atividades matematicas: experimentar, visualizar diferentes aspectos,
generalizar, fazer conjecturas e, por fim, demonstrar. Exemplos de ambientes especificos
ilustraram esse processo.

O artigo “Modelagem Geométrica e graficos de fungdes “sem lei”: criando
sequéncias didaticas em um GeoGebrabook” (Stormowski, 2015) relata a proposta de um
minicurso que explorou a criacao de applets no GeoGebra voltados para o estudo de
funcdes. Utilizando representacdes geométricas dinamicas oferecidas pelo software,
buscou-se identificar (ou construir) variaveis relacionadas por dependéncia funcional,
gerando, assim, representacdes graficas dessas fun¢des sem recorrer a expressoes
algébricas explicitas. Em outras palavras, o grafico da fungdo foi construido diretamente
a partir da modelagem geométrica. O foco principal esta na analise das taxas de variacao
entre as variaveis envolvidas, permitindo investigar o comportamento das fungcoes sem a
necessidade de trabalhar com sua forma algébrica.

O trabalho “Geometria e fung¢des: uma abordagem computacional a partir de
problemas da OBMEP” (Machado, Machado, 2018) propdés uma analise sobre como os
aspectos algébricos e geométricos podem ser integrados no ensino de fungdes reais nas
aulas de Matematica da Educagdo Basica. Para isso, foram exploradas atividades em um
ambiente de geometria dinamica. O estudo se baseou em uma selecdo de questdes com
enfoque geométrico-funcional, extraidas da OBMEP entre os anos de 2005 e 2017. A
abordagem metodoldgica centrou-se na criacdo de roteiros de atividades utilizando o

software Geogebra, com o objetivo de favorecer a compreensdo do conceito de funcao
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como uma relagdo de dependéncia entre elementos geométricos. Dessa forma, buscou-se
ampliar as representagdes conceituais e as conexdes entre Fungdes Reais e a Geometria.

O artigo “Geometria Dinamica - uma nova abordagem para o aprendizado da
Geometria” (Gravina, 1996) abordou o problema enfrentado por estudantes que
ingressavam no curso de Licenciatura em Matematica da UFRGS, com altos indices de
reprovacao na disciplina de Geometria Euclidiana, oferecida no primeiro ano. A analise de
seu desempenho revelou dificuldades em compreender conceitos geométricos
fundamentais e em desenvolver raciocinio dedutivo rigoroso. Muitos confundiam
caracteristicas dos desenhos com as propriedades dos objetos matematicos e nao
distinguiam claramente axiomas, defini¢des, teoremas e propriedades. Este trabalho
investigou essas limitacdes e prop6s o uso de ambientes de geometria dindmica como
estratégia pedagogica. Nessas atividades, os alunos formularam conjeturas por meio da
experimentacdo, ajustando-as com base no retorno visual do ambiente, o que estimulou a
argumentacao e a dedugdo légica.

O artigo “Modelagem com o GeoGebra: uma possibilidade para a educacdo
interdisciplinar?” (Gravina, Contiero, 2011) explorou a aplicacdo do software GeoGebra
em uma atividade de modelagem que combina contetidos de geometria com fungdes reais
de variavel real, apontando também para potenciais contribuicdbes em trabalhos
interdisciplinares. A experiéncia descrita foi realizada em um curso de licenciatura, no
qual os estudantes, ao modelarem diferentes tipos de movimento, demonstraram o
desenvolvimento de competéncias tipicas do pensamento matematico, como a capacidade
de estabelecer conexdes, formular hipéteses e resolver problemas.

O artigo “Formacao de professores de matematica para o uso efetivo de tecnologias
em sala de aula” (Gravina, Stormowski, Lima, 2015) apresentou um estudo em andamento
com o objetivo de melhorar a forma como os professores de matematica incorporam essas
tecnologias. A pesquisa se baseia na teoria da abordagem instrumental (Rabardel), que
trata da apropriacdo de ferramentas tecnolégicas (como o software GeoGebra), e na teoria
dos registros de representacdo (Duval), que aborda a organizacdo do conhecimento
matematico por meio de representagdes dinamicas. Com essa abordagem, o artigo propde
estratégias de formagdo para aprimorar a apropriacdo da tecnologia pelos docentes de
matematica.

O artigo “Aportes de la Geometria Dinamica al estudio de la nocion de funcién a

partir de un problema geométrico: un analisis praxeoldgico” (Costa, Rio, 2019) tem como
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foco a descricdo e a analise de um problema situado no campo da Geometria, utilizado
como ponto de partida para a introdugdo ao conceito de fungdo. Para isso, é feita uma
analise prévia dos conhecimentos e habilidades que podem ser mobilizados na resolugao
desse problema. Em seguida, o problema é adaptado e aplicado em diversos workshops e
cursos de formacdo de professores, com a particularidade de incorporar a Geometria
Dinamica no processo de resolucao. Com base nessas experiéncias, é realizada uma nova
analise. Conclui-se que as habilidades praticas relacionadas a Geometria Dinamica, dentro
dos processos de estudo, permitem a construgdo significativa das ideias fundamentais do
conceito de fungao, a partir de um conjunto praxeolégico inicial reduzido.

0 artigo “La nocidén de funcién mediada por entornos dinamicos. El caso del punto
dinamico” (Ferragina, Lupinacci, 2015) tem como objetivo mostrar como o uso de um
recurso didatico baseado em tecnologia dindmica, voltado para apresentar a fun¢ao como
ferramenta de modelagem no estudo das variagdes com grandezas geométricas, pode
servir como ponto de partida para novos questionamentos sobre o conceito de fungao. O
desenvolvimento do trabalho foi guiado pela analise das producdes dos estudantes, as
quais suscitaram novas perguntas sobre esse objeto matematico mediado pela tecnologia:
aideia de funcao que esta implicita no ponto dinamico. As questdes analisadas foram: Qual
conceito de funcdo estad presente em um software de geometria dinamica, como o
GeoGebra? A quais concepgdes historicas de fungdo esse conceito se aproxima? A criacao
de um ponto dinamico configura, de fato, uma funcao? E, se sim, de que maneira essa
funcdo é caracterizada?

A dissertacdo “Matematica Dinamica: uma abordagem para o ensino de Fungdes
Afim e Quadratica a partir de situacoes geométricas” (Salim, 2014) investigou o papel dos
registros de representacdo semiética na construcdo do conceito de funcdo, com foco nas
fungdes dos tipos afim e quadratica. Também foi analisado como o uso do software
GeoGebra pode auxiliar no processo de aprendizagem desse tépico. A metodologia
seguida se baseou na engenharia didatica de Artigue, utilizando uma sequéncia didatica
desenvolvida em 2013 para uma turma do primeiro ano do Ensino Médio de uma escola
publica em Porto Alegre. A pesquisa explorou como os alunos estabeleceram conexdes
entre diferentes representacées de uma func¢do (algébrica, grafica e numérica) e a
importancia do GeoGebra como ferramenta pedagdgica para trabalhar com essas
multiplas representacdes. As respostas dos alunos foram analisadas com base na teoria

dos registros de representacdo semiotica de Duval, observando como a manipulagdo de
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pontos no GeoGebra ajudou na compreensao do conceito de funcdo e grafico por meio da
conversao continua entre diferentes registros.

A dissertacao “Tecnologias Digitais na formagdo continuada: situacdes de ensino
articulando Geometria e Fung¢des” (Oliveira, 2017) apresentou a pesquisa que fez parte
do projeto "Educacdo Continuada do Professor de Matemadtica do Ensino Médio"
vinculado ao Programa Observatério da Educacdo (Obeduc) da Capes. Seu objetivo
principal foi investigar como, por meio de um processo de formagao continua, é possivel
mobilizar e reconstruir o conhecimento profissional docente em Matematica, abordando
temas como fun¢des quadraticas e areas de figuras planas, com o uso de tecnologias
digitais. A pesquisa se fundamenta nas teorias de Shulman sobre conhecimento
profissional docente, Mishra e Koehler sobre o Conhecimento Tecnol6gico Pedagégico do
Conteudo (TPACK), e Perrenoud sobre processos reflexivos. A metodologia qualitativa foi
dividida em duas etapas: pesquisa documental e elaboracdo de um processo formativo,
seguidas de seu desenvolvimento, coleta e analise de dados. A analise dos dados revelou
que os professores ampliaram seu conhecimento sobre Matematica, especialmente em
Fung¢des Quadraticas, e avancaram em aspectos tecnolégicos, com énfase no uso do
GeoGebra, além de melhorias pedagdgicas na integracdo entre Geometria e Fungdes. As
discussbes sobre areas de figuras planas contribuiram para o fortalecimento do
conhecimento pedagogico e tecnologico dos docentes.

A dissertacao “Ambientes de Geometria Dinamica no ensino de Fung¢oes e Geometria
Plana” (Pinto, 2016) apresenta o GeoGebra como uma ferramenta complementar no
ensino de Func¢oes e Geometria Euclidiana Plana na educagao basica. Apés uma revisao
sobre Fungoes, Geometria Euclidiana e ambientes de Geometria Dindmica, o software
GeoGebra é apresentado, destacando sua interface e recursos principais. Sdo propostas
atividades de ensino para fun¢des afim, quadraticas, trigonométricas e geometria,
utilizando o GeoGebra para visualizacdo de graficos e construcdo de figuras. A utilizagdo
de tais softwares se mostra essencial para aprimorar o aprendizado dos alunos,
facilitando a assimilacdo de conceitos.

Também foi analisada a tese “Os ambientes de geometria dindmica e o pensamento
hipotético-dedutivo” (Gravina, 2001). Neste trabalho, a autora destaca que o processo de
demonstracdo é fundamental na construcao do conhecimento matematico, especialmente
na Geometria Euclidiana, que pode ser dificil para os alunos. Um dos principais desafios é

a transicao entre o conhecimento que os alunos ja tém e o conhecimento tedrico que deve
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ser aprendido, baseado em axiomas, teoremas e demonstragdes. Com o avango da
tecnologia, surgem novas estratégias de ensino para ajudar nesse processo, e o uso de
ferramentas computacionais se tornou um campo de pesquisa. A questdo principal é
entender como a interacdo com a maquina, ao permitir a realizacao de construcoes e agdes
mentais, influencia o aprendizado e contribui para o desenvolvimento de novos
conhecimentos. Esta pesquisa prop6s uma abordagem didatica usando um ambiente de
geometria dindmica, com o objetivo de ajudar os alunos a evoluirem do pensamento
empirico para o hipotético-dedutivo. A proposta se baseou nas teorias de Piaget e nas
situacdes didaticas em matematica, desenvolvidas pela escola francesa. As atividades de
ensino foram divididas em trés etapas: no primeiro nivel, buscou-se que os alunos
entendessem o significado e a necessidade da demonstracdo por meio de construcdes
geométricas; no segundo, o foco foi o desenvolvimento das primeiras habilidades de
demonstracgdo; e no terceiro, os problemas exigiram mais capacidade cognitiva para lidar
com figuras geométricas, com énfase nas extensdes de desenho e nas operagdes que
sustentam a argumentacdo dedutiva. A analise dos trabalhos dos alunos depois da
aplicagcdo da metodologia mostrou um avango expressivo na construcdo do conhecimento
geométrico como modelo matematico.

A pesquisa seguiu com a leitura dos documentos governamentais oficiais que
norteiam o Ensino de Matematica no Brasil, a saber: a Base Nacional Curricular Comum
(BNCC) e os Parametros Curriculares Nacionais (PCNs). Também foram estudados outros
importantes referenciais, como, por exemplo, o livro Recursos Computacionais no Ensino
de Matematica (Giraldo, Caetano, Mattos, 2012), que apresenta propostas de ensino de
Matematica utilizando ferramentas computacionais e tem um capitulo especialmente
dedicado a Geometria Dinamica.

4.2 Consideragoes sobre o ensino de Fungdes

Nesta primeira secdo trataremos brevemente sobre a evolu¢do do conceito de
funcdo na histéria da Matematica.
4.2.1 O Conceito de Fungao

A historia do conceito de fungdo mescla-se com a histéria das primeiras contagens.
Segundo Eves (2011), ha evidéncias arqueoldgicas de que as primeiras contagens
ocorreram ha pelo menos 50.000 anos. O autor aponta como provavelmente nasceu o

conceito de funcdo quando ainda nem os nimeros tinham sido criados:

Com a evolucdo gradual da sociedade, tornaram-se inevitaveis contagens
simples. Uma tribo tinha que saber quantos eram seus membros e quantos eram
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seus inimigos e tornava-se necessario a um homem saber se seu rebanho de
carneiros estava diminuindo. E provavel que a maneira mais antiga de contar se
baseasse em algum método de registro simples, empregando o principio da
correspondéncia biunivoca. Para uma contagem de carneiros, por exemplo,
podia-se dobrar um dedo para cada animal. Podia-se também contar fazendo-se
ranhuras no barro ou numa pedra, produzindo-se entalhes num pedacgo de
madeira ou fazendo-se nés numa corda. (EVES, 2011, p. 25, 26)

Assim, o ato de fazer uma correspondéncia um a um, isto é, uma bijecao, entre um
conjunto de carneiros e por exemplo, um conjunto de nés numa corda, talvez tenha sido
o embrido do conceito de fungao.

Do ponto de vista formal da Matematica, segundo Eves (2011), o conceito de
funcao foi observado primeiramente nos trabalhos de Leibniz em 1694, a fim de
representar qualquer quantidade associada a uma curva, como as coordenadas de um
ponto, ou ainclinagdo, ou o raio de curvatura da curva. Por volta de 1718, Johann Bernoulli
e, depois, Leonard Euler consideraram funcdo como qualquer expressao ou féormula que
apresentasse alguma variavel e algumas constantes. No final do século XVIII, as pesquisas
de Joseph Fourier sobre a propagacdo do calor utilizavam determinadas séries
trigonométricas, que levaram Dirichlet a uma definicdo mais ampla, a fim de englobar
essas formas de relacao.

No periodo moderno o conceito de fun¢do foi apresentado em uma forma
totalmente abstrata e direcionada para a Matematica pura. Eves (2011) afirma que varios
matematicos contribuiram para a construcdo do conceito de fung¢do, dentre eles:
Descartes, Galileu Galilei, Euler, Newton, Dedekind, Cauchy e Joseph Fourier. Dentre todas
as contribuicdes destes, a definicao apresentada por Lejeune Dirichlet (1805 - 1859) é

considerada a que mais se assemelha a que temos hoje. Dirichlet chegou ao seguinte

resultado:
Uma varidvel é um simbolo que representa um qualquer dos elementos de um
conjunto de numeros; se duas variaveis x e y estdo relacionadas de maneira que,
sempre que se atribui um valor a x, corresponde automaticamente, por alguma
lei ou regra, um valor a y, entdo se diz que y é uma func¢do (univoca) de x. A
variavel x, a qual se atribuem valores a vontade, é chamada variavel
independente e a variavel y, cujos valores dependem dos valores de x, é chamada
variavel dependente. Os valores possiveis que x pode assumir constituem o
campo de defini¢do da fungado e os valores assumidos por y constituem o campo

de valores da func¢do. (EVES, 2011, p. 661)
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Eves (2011) ressalta que a defini¢ao de Dirichlet é abrangente e enfatiza a relagao
entre dois conjuntos de niumeros. Afirma que em decorréncia disto nao ha necessidade de
apresentarmos qualquer forma de expressdo analitica para a relacao que ha entre x e y.
Ainda, segundo o mesmo autor, uma nova defini¢do de funcdo foi apresentada no século
XX, definicdo esta que se baseava na linguagem da Teoria dos Conjuntos. Desta forma, a
relacdo ndo se restringe apenas a conjuntos numéricos, mas conjuntos de elementos
quaisquer. Essa mudanga trouxe um maior enfoque a linguagem da algebra abstrata.
Assim, segundo a Teoria dos Conjuntos, uma funcao f é um conjunto qualquer de pares

ordenados de elementos, pares esses que satisfazem a seguinte condicao:
Se (a;,b;) € f, (a,,b,) € f e a; = a,, entdo b; = b,. O conjunto A dos
primeiros elementos dos pares ordenados chama-se dominio da funcio e
conjunto B de todos os segundos elementos dos pares ordenados se diz imagem
da fungdo. Assim, uma fungdo é simplesmente um tipo particular de subconjunto

do produto cartesiano A X B. (EVES, 2011, p. 661).

Assim, a definicido de Dirichlet representou um avango significativo na
formalizacdo do conceito de funcdo, alinhando-se mais estreitamente com a abordagem
moderna adotada na matematica contemporanea.

Segundo Santos e Barbosa (2017), o trabalho docente de conceituar fungdes reais
de variavel real envolve as diversas maneiras de expressar o conceito de fungdo e vai
muito além de sua definicdo formal. E possivel, por exemplo, transmitir essa ideia por
meio de generalizacdes, mesmo sem usar explicitamente o termo funcdo. Isso pode
acontecer nos primeiros anos do Ensino Fundamental, quando se trabalha com a
identificacdo de padroes ou regras em sequéncias. A seguir, a Figura 1 apresenta uma das

formas de comunicagao desse conceito.

Figura 1 - Exemplo de sequéncia de ilustracdes em forma de L.

n=1 n=2 n=3 n=4

Fonte: Elaborado pelo autor (2025).
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A sequéncia apresentada na Figura 1 representa uma atividade na qual é possivel
identificar um padrao geométrico: a partir da segunda imagem, cada nova ilustracao
acrescenta dois quadrados a mais em relacdo a anterior. Se busca que o aluno tente fazer
a generalizacdo do nimero de quadrados em uma ilustracao, de acordo com o nimero n,
que representa a ordem da ilustracao. Mesmo sem indicar que esta correspondéncia se
trata de uma funcdo, a expressio f(n) = 2n — 1 representa o nimero de quadrados
procurado.

As formas mais recorrentes de comunicar o conceito de fun¢ao ocorrem por meio
de: expressdes algébricas, tabelas, graficos, diagramas e o conceito mais intuitivo de
“maquina de entrada e saida”, ou “maquina de transformacdo” (Santos; Barbosa, 2017).

A utilizagdo da metafora da maquina de transformacgdo para explicar o conceito de
funcdo no ensino oferece uma perspectiva mais acessivel e intuitiva para os alunos,
conectando a matematica com situacdes que podem ser mais facilmente compreendidas
no cotidiano. Ao associar a fun¢do a um processo mecanico ou automatizado, os
estudantes podem visualizar de maneira concreta como um valor de entrada é alterado
de acordo com uma regra definida, resultando em um valor Unico de saida. Essa
abordagem visa tornar a abstracdo matematica mais tangivel, simplificando a
compreensao de conceitos que podem parecer complexos a primeira vista.

Na figura 2 temos a ilustracdo de uma “maquina” de dobrar presente no livro
didatico Matematica: contexto & aplicagdes. O autor ressalta que os resultados obtidos
sdo determinados pelos valores inseridos na "maquina”, ou seja, os resultados dependem

diretamente dos nimeros que foram colocados nela.

Figura 2 - A “mdquina” de dobrar.

Paulo Manzi/Arquivo da editora

Fonte: DANTE (2016).

Ao associar o conceito de fun¢do a uma "maquina", fica claro que nao se trata
apenas de uma transformagao qualquer, mas de uma transformacgao especifica, regida por
uma regra deterministica. A ideia de que uma entrada sempre gera uma saida unica

reforca a nocdo de que as fungdes sao relacdes bem definidas, onde cada elemento do
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conjunto de entrada (dominio) é relacionado a um unico elemento do conjunto de saida
(imagem). Essa metafora também permite que os alunos compreendam de maneira mais
concreta a ideia de que uma fung¢ao pode ser vista como uma transformagdo entre dois
conjuntos distintos. Ao introduzir essa relacdo de forma visual e processual, os alunos
comegam a associar a fungao nao apenas a uma férmula matematica abstrata, mas a um
processo continuo de transformacdo e mudanca. Com essa base, os conceitos de dominio
e imagem podem ser facilmente introduzidos. O dominio, ou conjunto de entrada, é o
conjunto de elementos que "alimentam" a maquina, enquanto a imagem, ou conjunto de
saida, é o conjunto de valores que resultam desse processo de transformacdo. Essas
defini¢bes sdo essenciais para caracterizar formalmente uma fun¢do e permitem uma
analise mais profunda sobre como as fun¢des operam dentro de um determinado contexto
matematico. Essa abordagem, ao simplificar e contextualizar a teoria das funcdes, oferece
aos alunos uma forma eficaz de comecgar a explorar as relagdes funcionais e suas
aplicagdes em diversas areas do conhecimento.

Nas propostas didaticas apresentadas no capitulo 7, ao relacionarmos areas de
figuras planas com func¢des, continuamos explorando a ideia de fung¢do como uma
maquina. No entanto, agora ela se apresenta sob uma nova perspectiva: a de uma maquina
geométrica. Nessa abordagem, suas engrenagens, as construcdes geométricas, serao
inteiramente visiveis e produzidas pelos préprios estudantes, o que pode conferir ainda
mais concretude e significado ao modelo matematico.

4.2.2 Consideragdes nos Parametros Curriculares Nacionais

Nos Parametros Curriculares do Ensino Médio encontramos sugestdes de como

iniciar o estudo do tema Ensino de Fungdes e de como prosseguir:

O estudo de Fungdes pode ser iniciado com uma exploracdo qualitativa das
relacdes entre duas grandezas em diferentes situacdes: idade e altura; area do
circulo e raio; tempo e distancia percorrida; tempo e crescimento populacional;
tempo e amplitude de movimento de um péndulo, entre outras. [..] O estudo de
Fungdes pode prosseguir com os diferentes modelos que devem ser objeto de
estudo na escola: modelos linear, quadratico e exponencial. (BRASIL, 2002a, p.
72)

De acordo com as Orientagdes Curriculares para o Ensino Médio, Ciéncias da
Natureza, Matematica e suas Tecnologias (2006), o ensino da funcdo quadratica pode
ganhar mais significado quando parte de contextos reais ou problemas aplicados. Um

exemplo classico é a busca por um ponto de maximo, como nos problemas que envolvem

a determinacao de areas maximas. No estudo da funcao quadratica, é essencial explorar
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suas principais caracteristicas, como a concavidade do grafico, a posi¢do do vértice (que
representa o ponto de maximo ou minimo da fun¢ao), os valores dos zeros (ou raizes) e o
comportamento da paradbola em relagao ao eixo y. Essa abordagem deve ser feita de forma
investigativa, promovendo a construc¢ao de significados e incentivando o aluno a perceber
como a variacdo dos coeficientes da expressao algébrica influencia a forma e a posi¢do do
grafico. A utilizagdo da forma candnica ou fatorada da func¢io, expressa por f(x) = a-
(x — m)? +n, com a nio nulo, pode ser um recurso pedagdgico poderoso. Essa forma

destaca de maneira clara as coordenadas do vértice da parabola, o ponto (m, n), e permite

Q-

uma interpretacdo mais direta da transformacao da funcao quadratica em relacao
funcdo f(x) = x® A visualizacio do grafico se torna mais acessivel e favorece a
compreensdo da influéncia de cada parametro na funcdo: o coeficiente a altera a
concavidade e o "alargamento” ou "estreitamento” da parabola, enquanto m e n indicam
deslocamentos horizontais e verticais, respectivamente. Além disso, é pertinente inserir
no estudo a dedugdo da férmula resolutiva da equagdo quadratica, mostrando ndo apenas
como aplica-la, mas também como ela é obtida por meio da técnica de completar
quadrados. Isso contribui para que o aluno compreenda a légica por tras do procedimento
e perceba que as formulas matematicas surgem como resultados de processos que podem
ser compreendidos e reconstruidos. E também importante apresentar a parabola nio
apenas como um grafico de funcao, mas também como um objeto geométrico. Nesse
sentido, a associacao entre o grafico da fungdo quadratica e a definicdo geométrica da
parabola - o lugar geométrico dos pontos equidistantes de um ponto fixo (o foco) e de
uma reta (a diretriz) - amplia o repertorio do aluno, favorece a ligacao entre aspectos
algébricos e geométricos e enriquece a compreensado sobre as conexdes entre diferentes
representacdes matematicas. Essa abordagem integrada e contextualizada tende a
aprofundar e solidificar o conhecimento do estudante sobre fung¢des quadraticas.

Quanto a construcao de graficos de fungdes, Brasil (2006) indica que, sempre que
possivel, deve ser um processo para além da simples reproducio de dados numéricos. E
fundamental que o tragado dos graficos seja guiado por uma compreensdo mais ampla e
profunda da relagdo entre as variaveis envolvidas, especialmente no que diz respeito as
tendéncias de crescimento ou decrescimento da funcdo. Esse olhar global permite
identificar padroes, comportamentos gerais e possiveis exce¢des, contribuindo de forma
significativa para a interpretacdo e analise das fun¢des. Limitar-se a transcricdo direta de

dados retirados de uma tabela pode resultar em uma visao superficial. Embora os valores
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numéricos sejam uteis para definir pontos especificos, eles ndo revelam, por si sg, o
dinamismo da fungdo ao longo do tempo ou em diferentes intervalos do dominio. Quando
o foco esta apenas na constru¢do mecanica do grafico, perde-se a oportunidade de refletir
sobre as causas e implicacdes do comportamento da fungdo tais como a existéncia de
maximos, minimos, intervalos de crescimento ou concavidade. Portanto, é essencial que
o processo de elaboragdo de graficos seja acompanhado de uma andlise qualitativa da
funcdo, favorecendo uma representacdo que seja ndo apenas precisa, mas também
significativa.

Quanto as fungdes trigonométricas, Brasil (2006) salienta a importancia dos
estudantes compreenderem com clareza a transi¢do conceitual entre o uso do seno e do
cosseno no contexto do triangulo retdngulo, onde essas razdes trigonométricas sao
inicialmente definidas a partir da relagdo entre os lados do triangulo e os angulos agudos,
com medidas em graus, e sua redefinicdo mais ampla no contexto das funcgdes
trigonométricas no circulo trigonométrico. Neste segundo caso, o seno e o cosseno
passam a ser entendidos como as coordenadas (y e x, respectivamente) de um ponto que
se desloca sobre a circunferéncia de raio unitario, a medida que descreve um arco cuja
medida é dada em radianos. Essa generalizacdo amplia o dominio das fung¢des seno e
cosseno para todos os numeros reais, e ndo apenas para os angulos entre 0° e 90°.
Compreender essa ampliacao € essencial para que os alunos desenvolvam uma visao mais
profunda das fungdes trigonométricas, percebendo que elas nao se limitam ao tridngulo,
mas que fazem parte de um conjunto de fungbes periddicas que descrevem
comportamentos ciclicos encontrados frequentemente em fenémenos naturais, como a
oscilacdo de um péndulo e outros contextos fisicos, como ondas sonoras, movimento
circular etc. Além disso, é importante que os estudantes sejam incentivados a construir e
analisar os graficos das funcdes seno e cosseno, observando caracteristicas como a
periodicidade, amplitude, frequéncia, deslocamentos horizontais e verticais. Nesse
processo, deve-se enfatizar que, ao utilizar expressdes como f(x) = sen(x), a variavel x
representa uma medida de arco (ou seja, uma medida angular em radianos), e nao
simplesmente um angulo em graus, como inicialmente aprendido no contexto do
triangulo retangulo. Além desses aspectos, o texto ressalta que no processo de ensino-
aprendizagem, é recomendavel dar énfase as funcdes trigonométricas basicas: seno,
cosseno e tangente, e tratar as demais fun¢des trigonométricas, com menor prioridade,

abordando-as de maneira complementar, quando necessario.
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4.2.3 Consideragdes sore o ensino de Fun¢des no livro Recursos Computacionais.

O livro Recursos Computacionais no Ensino de Matematica (Giraldo, Caetano e
Mattos, 2012) foi elaborado como material didatico para o PROFMAT, com a intengao de
abordar o uso pedagdgico de tecnologias digitais no ensino de Matematica na educacdo
basica. Em vez de seguir o formato de um guia técnico ou tutorial de softwares, a obra
propde uma analise critica das possibilidades e limitagdes dessas ferramentas no contexto
educacional, com foco na reflexdo sobre sua aplicacao didatica. A proposta central é que
o uso do computador no ensino de Matematica deve ampliar as formas de ensinar e
aprender, superando a ideia de apenas tornar as atividades mais interessantes. O
conteudo esta organizado a partir de atividades modelo, que sao discutidas quanto aos
seus objetivos, aos conceitos matematicos envolvidos, ao papel desempenhado pelos
recursos digitais, as suas vantagens e aos possiveis desafios que podem surgir em sala de
aula. Longe de ser um catalogo pronto de atividades, o livro busca oferecer fundamentos
tedricos e metodolégicos para que o professor possa criar propostas proprias,
considerando sua realidade de ensino. Embora tenha sido concebido inicialmente para
atender ao mestrado do PROFMAT, o material também é relevante em outras iniciativas
de formacao docente, promovendo reflexdes mais amplas sobre o ensino da Matematica.
Por estas razodes esta obra foi escolhida como parte do referencial tedrico desta
dissertacao.

Sobre o ensino de fung¢odes reais de variavel real, os autores Giraldo, Caetano e
Mattos (2012) enfatizam que as principais formas de representacdo empregadas sao:
algébricas (formulas), graficas (graficos) e numeéricas (tabelas). No entanto, é dada uma
grande énfase para as férmulas e procedimentos algébricos de forma que muitos alunos
s6 entendem como funcdo aquilo que tem uma férmula. Dessa forma outros aspectos
importantes sdo deixados de lado. Tradicionalmente os alunos sdo incentivados a partir
de uma férmula dada, construir uma tabela por substituicdo de valores e depois marcar
os pontos correspondentes no plano cartesiano e, por fim, ligar esses pontos obtendo um

esboco do grafico.

Figura 3 - Representagées para fungées na escola: relagées limitadas.

\

Fonte: Giraldo, Caetano, Mattos (2012)
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Essa forma limitada de encadeamento das representacdes pode ser enriquecida se
criarmos outras articulacdes entre as distintas representacdes, conforme esquema

representado na figura abaixo:

Figura 4 - Representagdes para fungées na escola: completando articulagées.

/\

Formula Grdfico

Fonte: Giraldo, Caetano, Mattos (2012).

Segundo Giraldo, Caetano e Mattos (2012), os ambientes de Geometria Dindmica
proporcionam ferramentas adequadas para explorar as relagdes de dependéncia
funcional em construgdes geométricas, ou seja, situagdes em que certos elementos sao
funcdes de outros, como por exemplo, um quadrado e seu circulo inscrito. Ao
construirmos um quadrado e seu circulo inscrito, podemos observar que a medida do raio
do circulo inscrito é fun¢do da medida do lado do quadrado. Ainda, segundo o autor, no
ensino basico, geralmente, essas construcdes ndo sao abordadas em sala de aula. No
entanto, consistem em abordagens enriquecedoras do conceito de fungao, pois
possibilitam a investigacao por parte dos alunos. Dessa forma é possivel estabelecer uma
conexado entre dois campos da Matematica distintos: Geometria e Fung¢des. Sobre esta
integracdo, Victor Giraldo evidencia:

(..) Destacamos a possibilidade viabilizada por ambientes
computacionais, de acrescentar um ingrediente dindmico as representacdes
algébricas e graficas usualmente empregadas em sala de aula do ensino médio.
Entretanto as potencialidades de aplicagdo de ambientes de geometria dindmica
no ensino de fun¢des vao mais além: é possivel integrar a abordagem tradicional
novas formas de relacionar as representagdes graficas e algébricas usuais, e
ainda outras formas de representacido, diferentes das usuais. Nesse sentido
propomos a exploracdo dinamica da variacdo de fungbdes que exprimem
grandezas geométricas, antes mesmo de tracgar seus graficos, e o tracado dos

graficos diretamente a partir das construgdes geométricas, sem a mediacdo de

expressdes algébricas ou tabelas. (GIRALDO, 2012, p.40)
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O autor ainda enfatiza que a resolucao de problemas modelados por fungdes reais
se constitui como ferramenta poderosa para incentivar o pensamento intuitivo sobre a
variacdo dessas funcoes. E este representa o primeiro passo de uma investigacdo: o
lancamento de uma hipétese. Ao contrario do esquema féormula — tabela — grafico que
pode ser mecanizado e gerar pouca reflexao, a abordagem do ensino de fungdes reais por
meio de Geometria Dinamica pode induzir o desenvolvimento da ideia intuitiva de

variacgao.

4.3 Considerag0es sobre o ensino de Geometria
Nesta se¢do, abordaremos o ensino de Geometria, destacando a importancia de

superar a mera memorizacao de definicGes e teoremas, priorizando o desenvolvimento
do raciocinio l6gico-dedutivo e a construcao do conhecimento por meio de investigacdes
e argumentacoes.
4.3.1 Consideragdes nos Parametros Curriculares Nacionais

Segundo os Parametros Curriculares Nacionais do Ensino Médio, o ensino da
Matematica ndo deve se limitar a memorizacao de postulados e demonstragdes, mas deve
proporcionar ao estudante a compreensao de como essa ciéncia estrutura, valida e
comunica seus conhecimentos. Além disso, é essencial promover o desenvolvimento do
pensamento légico-dedutivo e dos aspectos mais formais de sua linguagem. Em geral,
considerar uma proposicdao como “verdadeira” em Matematica implica demonstrar que
ela é uma consequéncia légica derivada de outras proposicdes previamente estabelecidas.

Nas Orientagdes Educacionais Complementares aos Parametros Curriculares

Nacionais do Ensino Médio temos a seguinte afirmacao sobre o saber geométrico:

O processo de provar em Matematica seria uma tarefa impossivel de marchar
para tras indefinidamente, a nido ser que se estabelecesse um ponto de partida.
Esse ponto inicial deve conter um certo nimero de afirmagdes, chamadas de
postulados ou axiomas, que devem ser aceitas como verdadeiras e para as quais
ndo se exige nenhuma prova. Toda vez que um campo do conhecimento se
organiza a partir de algumas verdades eleitas, preferivelmente poucas, simples e
evidentes, entdo se diz que esse campo esta apresentado de forma axiomatica.
Esse é o caso, por exemplo, da geometria classica. (BRASIL, 2002b, p.124).

0 trecho acima citado esclarece que a Geometria e mais amplamente a Matematica,
sdo sistemas axiomaticos, estruturados em uma hierarquia de proposicdes, teoremas e
postulados, e que o conhecimento a ser construido ndo deve ser baseado em mera

memorizacdo destes resultados, mas no desenvolvimento da capacidade dedutiva e da
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habilidade de argumentacéo. E ressaltada a importancia da dedugéo légica no processo
de construcdo destes saberes, aspecto este que nem sempre é atendido no ensino basico.

As Orientagdes Curriculares para o Ensino Médio identificam os objetivos basicos
do ensino de Geometria, destacando novamente a importancia que a constru¢do da

argumentacao dedutiva tem neste campo do saber:

O estudo da Geometria deve possibilitar aos alunos o desenvolvimento da
capacidade de resolver problemas praticos do quotidiano, como, por exemplo,
orientar-se no espaco, ler mapas, estimar e comparar distancias percorridas,
reconhecer propriedades de formas geométricas basicas, saber usar diferentes
unidades de medida. Também é um estudo em que os alunos podem ter uma
oportunidade especial, com certeza nio a Unica, de apreciar a faceta da
Matematica que trata de teoremas e argumenta¢des dedutivas. Esse estudo
apresenta dois aspectos - a geometria que leva a trigonometria e a geometria
para o calculo de comprimentos, areas e volumes. (BRASIL, 2006, p. 75)

O texto ainda vai além, esclarecendo que determinados conceitos anteriormente
estudados no ensino fundamental agora devem ser novamente abordados, desta vez de
maneira mais aperfeicoada, de forma a solidificar os conhecimentos geométricos dos
estudantes. Evidenciamos que todos os temas descritos fazem parte da base de
conhecimentos trabalhados em nossa proposta didatica, cujas atividades sao detalhadas
no capitulo 7 deste trabalho.

4.3.2 Consideragoes na tese: Os ambientes de geometria dinamica e o pensamento
hipotético-dedutivo

A citacdo seguinte critica uma abordagem reducionista da geometria que confunde
representacdao com conceito. Gravina (2001) propde uma distin¢do importante entre o
aspecto figural (a imagem) e o aspecto conceitual (as propriedades abstratas). Ao tomar
o desenho como o conceito, corre-se o risco de limitar a compreensdo do que realmente
define uma figura geométrica. A autora aponta que as dificuldades surgem porque
costumamos tomar desenhos prototipicos como se fossem a Unica expressdo valida da
figura. Isso reforga a critica de que ha uma limitacdo na forma como essas figuras sao
apresentadas e compreendidas: outras variagdes possiveis da figura sao ignoradas, o que
empobrece a compreensdo do conceito. Gravina (2001) esclarece que um desenho é
apenas um exemplo especifico, uma instancia do conceito mais amplo. A dificuldade esta
em fazer com que os estudantes entendam essa abstracao. Ou seja, o aspecto visual da

figura (o "figural") tem uma generalidade - ele pertence a um conjunto de possibilidades,
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mas essa generalidade sé faz sentido se for guiada pelo componente conceitual (a

definicdo e as propriedades abstratas da figura). Sobre isso, a autora destaca:
A origem dessas dificuldades reside nos desenhos protitipicos,
inadequadamente tomados como a expressdao do componente figural (outras
possiveis expressdes normalmente nao sdo consideradas) e nos quais, de fato,
sdo procedentes as propriedades depreendidas. A dificuldade esta em entender
que um dado desenho nada mais é do que uma instincia particular do
componente figural, guardando, portanto, uma generalidade no seu aspecto
figural, controlada pelo componente conceitual. (GRAVINA, 2001, p. 61)
Gravina (2001) alerta para o risco de confundir representagdes especificas com o
conceito geral que elas pretendem ilustrar. Quando usamos um desenho como exemplo
de um conceito, devemos lembrar que ele é apenas uma instancia e nao a totalidade do
conceito. A compreensao verdadeira ocorre quando conseguimos articular o que é visto
(figural) com o que é pensado (conceitual). A autora aponta o problema de usar desenhos
prototipicos como se eles fossem a representacdo total da ideia que se quer transmitir. A
limitacao ocorre porque outras formas de representar o mesmo conceito muitas vezes sao
ignoradas. Isso reduz a compreensao do conceito a uma forma visual tnica e ndo a sua
esséncia mais abstrata. Por exemplo, um quadrado desenhado de forma que seus lados
nado sejam horizontais e verticais muitas vezes nao é reconhecido pelos estudantes como

um quadrado, pois ndo é desta forma que os professores e livros didaticos costumam

representa-lo. A Figura 5 ilustra essa situacao.

Figura 5 - Quadrado na forma prototipica (esq.) e ndo prototipica (dir.)

Fonte: Elaborado pelo autor (2025).

Dessa forma, fica evidente que o ndo reconhecimento da figura se da pelo fato do
conceito de quadrado (quatro lados congruentes e quatro angulos congruentes) nao estar
solidificado na compreensdo do estudante, que estd baseando-se apenas no aspecto

figural. Assim, o aspecto visual do desenho tem um potencial de generalidade, mas esse
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potencial s6 se concretiza se for guiado pela compreensio conceitual correta. E o conceito
que "controla" o sentido da figura, e ndo o contrario.

Gravina (2001) afirma que o entendimento formalizado da Geometria (aquele
presente nos livros, nos teoremas) ndo acontece de forma espontanea. Ou seja, é um
processo que necessita ser cultivado, requer mediacdo, esforco e a construcdo de uma
base de conhecimentos ao longo do tempo. A aprendizagem em Geometria, especialmente
a formal, requer que o aluno pense, experimente, construa imagens mentais, compare,
generalize. Nao basta observar figuras ou decorar férmulas: é preciso elaborar os
conceitos mentalmente, com profundidade.

Na Teoria Construtivista de Piaget as abstracdes sdo categorizadas da seguinte
forma: (1) Abstragdes empiricas: Sdo aquelas que surgem da experiéncia concreta, da
manipulacao de objetos, do contato direto com figuras, modelos, materiais. (2) Abstracoes
reflexionantes: sdo mais complexas; ocorrem quando o aluno comeca a refletir sobre suas
proéprias acdes e operagdes mentais. E um passo além da simples experimentagio. (3)
Abstragdes pseudo-empiricas: Referem-se a abstragdes que parecem vir da experiéncia
sensivel, mas na verdade sdo reconstruidas mentalmente com base em experiéncias
anteriores. Ou seja, sdo empiricas apenas na aparéncia; internamente, o aluno ja esta

operando com conceitos mais refinados.

Figura 6 - Estruturas Légicas e funcionamentos cognitivos

Pre- Operatorio Operatorio
operatorio — concreto —n formal
Abstracées Abstracées
empiricas reflexionantes

Fonte: Gravina (2001, p. 25).

Gravina (2001) esclarece sobre o desenvolvimento do pensamento matematico
formal, aquele que caracteriza a Geometria enquanto sistema dedutivo: parte-se de
hipéteses e constréi-se dedugdes légicas. E isso s6 é possivel quando o aluno deixa de
depender exclusivamente da experiéncia concreta (abstragdo empirica) e comeca a
operar com estruturas mentais abstratas e relacdes formais (abstracdes reflexionantes).

Sobre esta tematica, a autora explica:

Nao resta duvida: chegar a construtos geométricos individuais em sintonia com
os objetos cristalizados na geometria ndo é um processo natural. Depende, e
muito, das acdes e elaboracdes mentais dos alunos e, pela natureza deste
conhecimento, as elaboragdes exigem tanto abstracées empiricas como
abstracoes reflexionantes - essas, em especial, na forma particular de abstracoes
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pseudo-empiricas. E com a subordinagio, crescente, das primeiras pelas tltimas,
que instala-se o pensamento hipotético-dedutivo. (GRAVINA, 2001, p. 63)

Gravina (2001) destaca que a construcdo de objetos geométricos, algo que poderia
tornar o aprendizado mais significativo, era pouco incentivada nos livros escolares.
Construir figuras geométricas exige que o aluno pense nas propriedades, nas relagdes e
nas defini¢cdes envolvidas. Ou seja, € uma atividade que naturalmente leva a compreensao
mais profunda dos conceitos. Além disso, havia também a auséncia de questdes abertas,
aquelas que promovem o pensamento critico e investigativo. Quando o ensino se limita a
exercicios mecanicos e repeti¢cdes, perde-se a oportunidade de formar alunos que
realmente entendam e saibam aplicar a Geometria em diferentes contextos. Promover a
construcdo de objetos geométricos e suas investigacdes ndo resulta apenas em tornar as
aulas mais dindmicas. Trata-se de ensinar geometria de maneira significativa. Incentivar
a exploracdo e a formulacdo de perguntas é um caminho eficaz para o desenvolvimento
da autonomia intelectual e do pensamento matematico dos estudantes. Gravina (1996)

afirma que:

7

O aspecto de construgdo dos objetos geométricos raramente é abordado;
dificilmente encontramos no livro escolar a instrucdo “construa”, e no entanto
esta é uma das atividades que leva o aluno ao dominio de conceitos geométricos.
Mais dificil ainda é encontrar questdes do tipo “o que podemos dizer nesta
situacao?” ou “que regularidades percebemos?”, onde estratégias de investigacao
devem ser estabelecidas. (p. 2)

A autora apresenta uma defini¢do clara e didatica do processo de deducdo no
contexto da Geometria, destacando a importancia tanto do raciocinio l6gico quanto da
representacdo visual (o desenho) na construcdo do conhecimento matematico. A dedugao
é apresentada como um processo estruturado, em que partimos de hipoteses (ou axiomas,
definicoes, propriedades conhecidas) para chegar a conclusdes (teses). Esse processo é
fundamental no pensamento matematico, pois garante a validade e a coeréncia das
conclusées com base em premissas previamente aceitas ou demonstradas. A autora
ressalta que nao se trata de um raciocinio qualquer, mas sim de um encadeamento que
respeita regras formais, o que confere a matematica seu carater rigoroso e objetivo. Em
Geometria, em especial, a figura nao é apenas ilustracdo: ela é baseada em conceitos e
propriedades, e pode ajudar o estudante a identificar relagdes, testar hipdteses, e verificar
coeréncias, até que este alcance o pensamento abstrato. Em resumo, a dedugdo é

valorizada como uma ferramenta central da matematica e o desenho de figuras
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geométricas é reconhecido como um aliado importante no ensino da Geometria, por sua

capacidade de tornar visivel aquilo que esta sendo analisado logicamente.
Deduzir uma propriedade significa estabelecer uma cadeia logica de raciocinios
conectando propriedades do enunciado tomadas como pressupostos (hipé6teses)
as propriedades ditas decorrentes (teses). Esta cadeia de raciocinios que
denominamos de argumentacao légica e dedutiva. O desenho entra aqui como
materializacdo da configuracdo geométrica, guardando as relagdes a partir das
quais decorrem as propriedades. (GRAVINA, 1996, p. 3)

Em Geometria, o processo de argumentagdo légica e dedutiva é particularmente
visual. As relagdes entre pontos, retas, angulos e demais elementos presentes nas figuras
sdo expressas por meio de desenhos que ilustram as configuragdes estudadas. O desenho
geométrico, nesse sentido, ndo é apenas um apoio visual, mas uma ferramenta essencial
de raciocinio. Ele permite observar padrdes, levantar conjecturas e, muitas vezes,
perceber relacdes que nem sempre sao imediatamente evidentes por meio do texto. Por
exemplo, ao analisar um tridngulo isdsceles, a simetria percebida no desenho pode sugerir
que os angulos da base sdo congruentes, e esta é uma propriedade aparentemente 6bvia,
mas que deve ser demonstrada. O desenho, entdo, orienta o raciocinio, mas nao substitui
a necessidade da prova. A habilidade de transformar uma situagdo descrita verbalmente
em uma representacdo grafica adequada é, portanto, fundamental. Essa transicdo entre
registros é o que possibilita ao aluno perceber as relacdes que embasam as dedugdes.
Assim, o raciocinio dedutivo e o desenho geométrico caminham juntos na construg¢do do

conhecimento em Geometria. Enquanto o primeiro garante a solidez l6gica da conclusao,

o segundo oferece suporte visual para o entendimento e a formula¢do dos argumentos.

4.4 Geometria Dinamica

No ano de 1985 um grupo de pesquisadores franceses iniciou o projeto Cabri-
Géometrel, liderados por Jean-Marie Laborde, matematico do Instituto de Informatica e
de Matematica Aplicada de Grenoble. Este software, de apoio ao ensino de Geometria, foi
classificado como software de Geometria Dinamica pois, ao contrario dos demais
programas de desenho, permitia a criacdo de objetos dinamicos, que poderiam ser
controlados e movimentados na tela do computador. Em 1988 o Cabri-Géometre comegou

a ganhar popularidade, pois sua primeira versdao ganhou o troféu Apple de melhor

1 Cabri-Géomeétre. Groupe de recherche a I'université Joseph Fourier. Disponivel em: https://www-
cabri.imag.fr/cabri2 /historique.php.
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software educacional. Dessa forma, foi oferecido um ambiente computacional para o
estudo e construcao de figuras geométricas, imitando digitalmente o que antes s6 era
possivel fazer com régua e compasso no papel.

Segundo Paulo Cezar P. Carvalho, em sua palestra no 252 Coldquio Brasileiro de
Matematica (252 CBM [..], 2018), os softwares de Geometria Dinamica permitem
trabalhar, em sintese, com construgcdes geométricas dentro de um ambiente virtual. E
apresentado um menu de construgdes baseado nos elementos da Geometria Euclidiana.
Entdo é possivel trabalhar com as construgdes geométricas classicas. Segundo Carvalho,
se bem analisarmos o repertério dessas construcdes, percebe-se que ele é bastante
reduzido. Com régua e compasso, as operagdes basicas sao:

1. Dados dois pontos, podemos tracar a reta que passa por eles.

2. Dado um centro e um raio, ou um ponto de passagem, podemos tragar um circulo.

3. E, a partir da intersecao entre retas e circulos, podemos definir novos pontos.
Essas intersecdes sdo fundamentais, porque permitem criar novos pontos para

serem usados em construcdes futuras. Assim, todo o desenho geométrico se baseia
essencialmente nessas trés acdes: tracar retas, tracar circulos e usar intersecdes.
Basicamente, qualquer software de Geometria Dinamica oferece trés operacoes
principais, representadas por trés botdes. O restante sdao atalhos, que nada mais sdo do
que sequéncias dessas construcdes basicas, usadas para agilizar o trabalho e torna-lo
menos cansativo (252 CBM [...], 2018).

Por exemplo, vamos ilustrar os passos de uma construcdo da mediatriz de um
segmento.

1. Primeiro, usamos a ferramenta ponto para criar dois pontos.

2. Depois, usamos a ferramenta reta (ou segmento, ou semirreta - o software
diferencia esses elementos).

3. A partir do segmento criado, usamos a ferramenta "compasso". No caso digital, o
compasso é simulado por um circulo com raio maior do que ou igual a metade
comprimento do segmento. Tragamos dois circulos com centros nos extremos do
segmento e raios de mesma medida. A fim de facilitar o processo, escolhemos para
o raio a medida do préprio segmento.

4. As intersecdes entre esses circulos nos dao dois pontos. Tragando uma reta por

esses dois pontos, temos a mediatriz.
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Figura 7 - Construgdo da Mediatriz de um segmento.

Fonte: Elaborado pelo autor (2025).

Se movimentarmos qualquer uma das extremidades do segmento, toda a
construcdo se ajusta automaticamente. Esse é o aspecto dindmico: cada elemento da
construgio esta ligado logicamente aos elementos anteriores. E essa interatividade que
diferencia a Geometria Dindmica das constru¢des com régua e compasso no papel. Neste
sentido ha uma vantagem dada pelo ambiente computacional: a possibilidade de explorar
a variacao dos elementos iniciais sem a necessidade de ter que refazer toda a construcgao.

Mesmo diante das facilidades oferecidas pelos softwares de Geometria Dinamica,
é importante que os alunos também manipulem os instrumentos fisicos, vivenciem essa
experiéncia concreta. O que a Geometria Dinamica oferece é outra dimensdo: ela permite
experimenta¢do e manipulacdo rapida, o que é especialmente util quando queremos
explorar padrdes ou formular conjecturas (252 CBM |[...], 2018).

Vamos exemplificar novamente. Consideremos um triangulo qualquer dado por
seus vértices e vamos construir as mediatrizes de seus lados. Ao fazermos a construcao,
percebemos que elas se encontram em um unico ponto - o circuncentro do triangulo. Este
é um fato que requer demonstracdo e os estudantes podem ser instigados a elabora-la.
Quanto a construcao geométrica, podemos fazé-la com régua e compasso, ou utilizando
um software de Geometria Dindmica. Com o software, podemos usar a ferramenta

"mediatriz" diretamente, selecionando os segmentos desejados.
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Figura 8 - Circuncentro em tridngulos Acutdngulos, Obtusdngulos e Retdngulos

A/ B

Desta forma o estudante pode perceber que o circuncentro existe em qualquer

Fonte: Elaborado pelo autor (2025).

tridngulo. E mais: permite observar que, em tridangulos acutdngulos o circuncentro é
interno ao triangulo, que em tridngulos obtusangulos, esse ponto € externo ao triangulo e
que em triangulos retangulos este ponto coincide com o ponto médio da hipotenusa.
Fazendo a construgdo com régua e compasso no papel, o aluno dificilmente veria todos
estes fatos com clareza. A ferramenta permite fazer uma tnica construcao e, a partir dela,
testar infinitas varia¢des, apenas movendo os vértices do tridngulo.

Outra grande vantagem oferecida pelos softwares de Geometria Dinamica é a
possibilidade de explorar Lugares Geométricos (252 CBM [..], 2018). Vamos a outro
exemplo. Suponha que vocé tenha uma escada encostada em uma parede que forma um
angulo reto com o chdo. Vamos representar a escada pelo segmento AB, em que A é o
ponto de apoio na parede e B é o ponto de apoio no chado. A escada se move, de modo que
o ponto A vai deslizando para baixo, o ponto B vai se afastando da parede e AB é um
segmento de comprimento fixo (medida da escada). O que acontece com o ponto médio

dessa escada? Qual é o lugar geométrico que ele descreve?

Figura 9 - Sequéncia: Escada que desliza apoiada em uma parede vertical

@) o} O 0] O

Fonte: Elaborado pelo autor (2025).

Com o software, podemos construir esse cendrio. Criamos duas retas

perpendiculares (chao e parede), um ponto A que se move sobre a parede vertical, e, para
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determinarmos um segmento de comprimento constante, tracamos um circulo de centro
A eraio cujamedida é o comprimento da escada. Marcamos o ponto B de interseccao deste
circulo com a reta horizontal que representa o chdo. Assim, AB é um segmento de medida
fixa. Marcamos o ponto médio M do segmento AB e ativamos o rastro desse ponto. Ao
mover o ponto inicial A, vemos claramente que o ponto médio M descreve um arco de
circunferéncia. Podemos medir a distancia até a origem e verificar que ela se mantém
constante. Isso nos permite formular uma conjectura de que o ponto médio descreve um
arco de circulo. A prova pode vir depois - talvez com Geometria Analitica ou argumentos
sintéticos. O software ajuda-nos a ter uma boa intuicdo antes de partir para a
demonstracgao formal.

Segundo Gravina (2001), uma das contribui¢cdes mais significativas dos softwares
de Geometria Dinamica é a forma como eles explicitam, de maneira inédita e intuitiva, o
conceito matematico de funcdo. Durante a construcdo de uma figura geométrica dindmica,
certos elementos sdo definidos como pontos livres, ou seja, podem ser movimentados
diretamente pelo usuario. Esses objetos assumem o papel de variaveis independentes. A
movimentacdo desses elementos provoca, em tempo real, alteracdes nos demais objetos
da construcgao, os objetos dependentes, cujas posicdes, medidas ou caracteristicas variam
em funcdo dos primeiros. Assim, a relacdo funcional se revela na pratica: existe uma
correspondéncia entre valores assumidos pelas variaveis independentes e os resultados
que essas mudan¢as produzem nos objetos dependentes. O dinamismo da figura,
portanto, manifesta graficamente e visualmente a nocao de dependéncia funcional. A
construcdo deixa evidente como uma alteracdo em um parametro inicial (por exemplo, a
posicdo de um ponto) afeta diretamente outros elementos da figura, como o comprimento
de um segmento, o dngulo entre duas retas etc. Esse tipo de visualizacdo ativa permite ao
aluno compreender a fun¢do ndo apenas como uma férmula abstrata, mas como um

fendmeno de interdependéncia visivel e manipulavel.

Figura 10 - Relagdo funcional entre objetos, armazenada pelo software.
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~

Segmento

N3

Procedimento

de construcao Quadrado

Fonte: Gravina (2001, p. 85)
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Consultando os PCN+: Ensino Médio - orienta¢des educacionais complementares

aos Parametros Curriculares Nacionais (2002), encontramos um forte incentivo a

utilizacao de softwares de Geometria Dinamica:

Para o aprendizado da geometria, hd programas que dispdem de régua e
compasso virtuais e com menu de construcdo em linguagem classica da
geometria - reta perpendicular, ponto médio, mediatriz, bissetriz, etc. Feita uma
construcdo, pode-se aplicar movimento a seus elementos, sendo preservadas as
relacdes geométricas impostas a figura - dai serem denominados programas de
geometria dinamica. Esses também enriquecem as imagens mentais associadas
as propriedades geométricas. Por exemplo: para o Teorema de Pitagoras,
partindo do tridngulo retangulo e dos quadrados construidos sobre seus lados,
podemos construir uma familia de “paralelogramos em movimento” que,
conservando a area, explica por que a area do quadrado construido sobre a
hipotenusa é igual a soma das areas construidas sobre os catetos. (BRASIL, 2006,

p. 88)

Na Figura 11, temos uma sequéncia de sete imagens que representam etapas

intermediarias do movimento dos paralelogramos.

Figura 11 - Familia de "paralelogramos em movimento", todos com mesma drea.

(1) (2) (3)

(5) (6) (7)

-
~T

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

Na primeira etapa, as imagens (1), (2) e (3) representam o cisalhamento que o

quadrado inicial sofreu. Nessas figuras temos paralelogramos de mesma base e mesma

altura, logo possuem a mesma area. Na segunda etapa, as imagens (4) e (5) representam

a rotacdo de 90° em sentido horario do paralelogramo em torno de um de seus vértices.

Sendo a rotacao uma isometria, os paralelogramos sao figuras congruentes, logo possuem

a mesma area. Na terceira etapa, as imagens (6) e (7) representam o novo cisalhamento,

onde o paralelogramo toma finalmente a forma de um retangulo. Novamente temos
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paralelogramos de mesma base e mesma altura, logo possuem a mesma area. Exatamente
0s mesmos raciocinios podem ser aplicados no quadrado construido sobre o outro cateto,
e assim conclui-se o Teorema de Pitagoras.

Segundo Teixeira (2013), ambientes ou softwares de Geometria Dinamica, tém por
finalidade oferecer um meio digital que propicia a interagdo, a observacao e a exploragao,
por meio de processos dindmicos de construgdes geométricas que potencializam o ensino
e a aprendizagem de Geometria. Por meio dos recursos computacionais oferecidos, os
estudantes podem criar varias figuras, graficos e outros objetos matematicos, que podem
ser manipulados e investigados, de forma a ampliar o conhecimento do aluno, fomentando
o raciocinio matematico dedutivo e solidificando as aprendizagens em Geometria. O
estudante, ao interagir com o software, realizando uma construgdo, pode articular

conceitos, conjecturar e testar suas hipoteses, confirmando-as ou refutando-as.
0 termo “dindmico” tem ideia de movimento, e é isso que os programas de
Geometria Dindmica tém como principal ferramenta. A ferramenta que da a
dinamicidade referida é o comando arrastar. Vocé pode clicar num ponto da
figura e mové-lo, fazendo um movimento em que hid uma mudang¢a na
configuracdo da construgao do objeto que vocé construiu. [..] Otermo Geometria
Dinamica foi usado, inicialmente, por Nick Jakiw e Steve Rasmussen para
diferenciar esses softwares dos demais softwares geométricos. Estes programas
agem de forma interativa e permitem visualizagio, criagdo e manipulagido de

figuras geométricas com suas propriedades. (TEIXEIRA, 2013, p. 1091)

Verificamos as possibilidades de utilizacao dos softwares de Geometria Dindmica
na Base Nacional Comum Curricular (BNCC) e encontramos cinco recomendacgdes de uso
no Ensino Fundamental e trés recomenda¢des de uso no Ensino Médio. Diante das
multiplas possibilidades que os softwares de Geometria Dinamica oferecem, as menc¢dées
parecem minimas, muitas vezes reduzidas as atividades que antes eram propostas a partir
do uso de régua e compasso, ou entao a utilizagdo do software como um simples gerador

de graficos.

Quadro 1 - Habilidades que sugerem a utilizagdo de Geometria Dindmica, de acordo com a BNCC.

Habilidades - Ensino Fundamental

(EFO7MA21) Reconhecer e construir figuras obtidas por simetrias de transla¢do, rotacdo e reflexao,
usando instrumentos de desenho ou softwares de geometria dindmica e vincular esse estudo a

representacdes planas de obras de arte, elementos arquitet6nicos, entre outros.
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(EFO7MA23) Verificar relagdes entre os angulos formados por retas paralelas cortadas por uma

transversal, com e sem uso de softwares de geometria dinamica.

(EFO8MA15) Construir, utilizando instrumentos de desenho ou softwares de geometria dinamica,

mediatriz, bissetriz, angulos de 90°, 60°, 45° e 30° e poligonos regulares.

(EFO8MA18) Reconhecer e construir figuras obtidas por composi¢cdes de transformagdes geométricas
(translacgdo, reflexdo e rotacdo), com o uso de instrumentos de desenho ou de softwares de geometria

dinamica.

(EFO9MA11) Resolver problemas por meio do estabelecimento de relagdes entre arcos, angulos centrais

e angulos inscritos na circunferéncia, fazendo uso, inclusive, de softwares de geometria dinamica.

Fonte: Elaborado pelo autor a partir de BRASIL (2018).

Quadro 2 - Habilidades que sugerem a utilizacdo de Geometria Dindmica, de acordo com a BNCC.

Habilidades - Ensino Médio

(EM13MAT401) Converter representacdes algébricas de funcdes polinomiais de 1° grau em
representacdes geométricas no plano cartesiano, distinguindo os casos nos quais o comportamento é

proporcional, recorrendo ou ndo a softwares ou aplicativos de algebra e geometria dinamica.

(EM13MAT402) Converter representagdes algébricas de fungdes polinomiais de 22 grau em
representacdes geométricas no plano cartesiano, distinguindo os casos nos quais uma variavel for
diretamente proporcional ao quadrado da outra, recorrendo ou nio a softwares ou aplicativos de algebra

e geometria dinamica, entre outros materiais.

(EM13MAT505) Resolver problemas sobre ladrilhamento do plano, com ou sem apoio de aplicativos de
geometria dinamica, para conjecturar a respeito dos tipos ou composicao de poligonos que podem ser

utilizados em ladrilhamento, generalizando padrdes observados.

Fonte: Elaborado pelo autor a partir de BRASIL (2018).

Analisando as competéncias acima destacadas, é possivel observar que os
softwares de Geometria Dinamica sdo fortemente recomendados desde o Ensino
Fundamental e representam uma nova maneira de confeccionar desenhos geométricos.
No entanto, as possibilidades desses softwares vao muito além disto, como podemos
observar no paragrafo abaixo, extraido do livro Recursos Computacionais no Ensino de

Matematica:

Assim, em uma representacdo feita com papel e l1apis apenas (sem nenhum outro
instrumento), as propriedades dos objetos sdo indicadas apenas pela notagdo
usada. Em geometria dinamica, por outro lado, a garantia de validade das
propriedades e relagbes matematicas do objeto representado é incorporada
concretamente no proprio processo de constru¢io da representagdo. Desta
forma, as prdprias experiéncias de construir representacdes em geometria

dindmica ja constituem, por si sd, exercicios que demandam um maior nivel de
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conhecimento matematico dos objetos. Essas experiéncias podem ainda fornecer
pistas sobre outras propriedades e relacdes dos objetos construidos, além
daquelas que fazem parte de suas definicdes ou sdo dadas nos enunciados dos
problemas, sugerindo porque estas sdo validas (ou ndo validas) e indicando
caminhos para sua deduc¢do. Assim, o processo de constru¢ao pode nos levar a
perceber ou a conjecturar propriedades, que, evidentemente, deverdo ser
confirmadas ou refutadas por argumentos matematicos. [..] (GIRALDO;

CAETANO; MATTOS, 2012, p.114, grifo do autor.)

Da citacdo acima, entende-se que a Geometria Dindmica ndo é apenas uma
ferramenta para "desenhar melhor", mas sim uma forma de aprender fazendo, descobrir
propriedades, e entender conceitos por meio da interacao. Ela aproxima o estudante da
pratica real da matematica por meio de processos que envolvem observacao, formulagdo
de hipoteses e demonstragdo. Dai também se depreende que construir objetos na
Geometria Dinamica exige uma maior compreensao matematica, porque o usuario precisa
saber como definir e construir os elementos corretamente. E durante esse processo, é
comum que o proprio aluno descubra novas propriedades ou conjecture sobre relacdes
que nao estavam explicitas. Isso enriquece o aprendizado, pois leva a investigacdo e a
necessidade de justificar matematicamente o que foi observado.

A mesma visdo é defendida por Paulo Cezar P. Carvalho (252 CBM [...], 2018), que
destaca que construir figuras em um ambiente de Geometria Dindmica ndo é uma
atividade meramente mecanica, mas ja constitui, em si, um exercicio de aprendizagem
geométrica. Ou seja, ao realizar construcoes, o aluno é levado a pensar geometricamente,
compreendendo propriedades, relacoes e estruturas. Esse processo exige uma sequéncia
l6gica de acdes, semelhante a um algoritmo: é preciso planejar quais constru¢cdes devem
ser feitas primeiro, quais ferramentas utilizar e como garantir que as relacdes
geométricas sejam preservadas. Assim, a constru¢cdo demanda planejamento e estratégia,
caracteristicas tipicas da resolu¢do de problemas matematicos. Desse modo, valoriza-se o
processo exploratério e construtivo, e ndo apenas as respostas finais. A tecnologia é
integrada de maneira significativa ao ensino de Geometria, promovendo o
desenvolvimento do pensamento estratégico. O uso de ferramentas digitais pode ser
reconhecido como uma ferramenta que potencializa o pensamento matematico, ao
contrario de substitui-lo.

Sobre a questdo da necessidade de demonstracao ser essencial em Geometria,

Paulo Cezar P. Carvalho (252 CBM [..], 2018) enfatiza que, quando um software de
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Geometria Dindmica é apresentado aos estudantes hda o risco de ocorrer uma
interpretacdo equivocada: “Ah, entdo agora que temos o software, ndo precisamos mais
demonstrar nada?” Naturalmente a resposta para essa pergunta é negativa. A Geometria
Dinamica nao substitui a demonstracdo. Ela é uma ferramenta de apoio, um ambiente rico
para formular conjecturas, levantar hipoteses e explorar propriedades. A demonstracao
continua sendo essencial. A matematica ndo é uma ciéncia experimental, mesmo que o
processo de descoberta envolva a experimentagdo. A ideia ndo é abandonar a prova, mas
sim estimular o desejo de provar, despertado pela curiosidade de entender por que um
certo padrdo acontece.
4.4.1 GeoGebra

Hoje, o GeoGebra ocupa um lugar de destaque dentre os softwares de Geometria
Dinamica, pois além de ser um software livre, oferece, de forma pratica, muitas
ferramentas para a construcao de objetos geométricos e algébricos. O processo de
construcdo das figuras é feito por meio da linguagem natural da Geometria: pontos, retas,
segmentos, retas paralelas, retas perpendiculares, circulos, transformagdes geométricas,
sdo exemplos das ferramentas utilizadas. Diferentemente de quando utilizamos lapis e
papel as construcdes geométricas realizadas nos softwares de Geometria Dinamica nos
possibilitam a manipulagao das figuras que estdo na tela do computador e para isso vamos
arrastando pontos ou deslocando os elementos iniciais da construcdo (objetos livres).
Essa exploracdao nos permite observar quais propriedades da figura construida sao
invariantes, isto é, que se mantém estaveis durante o movimento. Sobre isso, os autores

Gravina e Contiero (2011) explicam:
O GeoGebra e outros programas similares - os ditos softwares de geometria
dindmica - tém o interessante recurso de “estabilidade sob acdo de movimento”:
feita uma construcdo, mediante movimento aplicado aos pontos que déo inicio a
construcdo, a figura que estd na tela do computador se transforma quanto ao
tamanho e posicdo, mas preserva as propriedades geométricas que foram
impostas no processo de constru¢do, bem como as propriedades delas

decorrentes. (GRAVINA; CONTIERO, 2011, p. 3)

Todas as construcdes geomeétricas propostas nas sequéncias didaticas serdo
realizadas sob o principio de estabilidade sob acdo de movimento, isto é, as figuras
construidas preservardo certas propriedades, mesmo que sejam transladadas. Como

exemplo, podemos citar a constru¢do de um quadrado, gerado a partir dos seguintes
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passos: (1) Marcamos dois pontos quaisquer do plano: A e B. (2) Tracamos a reta r
passando pelos pontos A e B. (3) Tracamos a reta s passando pelo ponto A e perpendicular
aretar. (4) Tracamos um circulo de centro A e passando pelo ponto B. (5) Marcamos as
demais intersec¢des do circulo com as retas r e s: os pontos C, D e E. (6) Tragamos o

poligono BCDE.

Figura 12 - Quadrado construido com "estabilidade sob acdo de movimento"

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

Mesmo que os pontos livres desta figura (A ou B) sejam movimentados, esta
permanecera sempre um quadrado, pois a perpendicularidade entre as retas r e s nos
garante que as diagonais BD e CE sao perpendiculares entre si. Além disso, o circulo de
centro A nos garante que as diagonais BD e CE sao congruentes e se interseccionam em
seu ponto médio. Como consequéncia, o poligono BCDE assim construido fatalmente sera
um quadrado. Para explicar tal fato, vamos analisar os triangulos BAC, CAD, DAE e EAB
que sao todos congruentes pelo caso LAL. Assim, temos BC = CD = DE = EB, o que nos
mostra que BCDE é um losango. Por outro lado, os triangulos BAC, CAD, DAE e EAB sao
retangulos e isosceles, e dai segue que seus angulos agudos medem 45°. Portanto cada
angulo interno de BCDE tem por medida o dobro de 45°, isto é 90°. Dessa forma BCDE é
também um retangulo e, por fim, BCDE é um quadrado.

Neste exemplo podemos observar que a forma da figura nao se altera com qualquer
movimento aplicado nos pontos A ou B, apenas sua posicao e tamanho. Isto ocorre pois
foi construida com base em propriedades que definem o quadrado, e estas se preservam
intactas mediante o movimento. Ainda, segundo Gravina (2001), o mesmo ndo ocorreria
se cridssemos a mesma figura livremente no mesmo software. Caso escolhéssemos quatro

vértices baseados apenas em percepc¢ao visual e cridssemos um quadrado, sua forma ndo
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seria mantida caso lhe fosse aplicado algum movimento, isto &, a figura inicial colapsaria,
ja que sua construcdo nao foi baseada em propriedades geométricas.

Figura 13 - Figura construida sem "estabilidade sob agcdo de movimento”

D C D

4

Fonte: Elaborado pelo autor (2025).

Segundo Hall e Lingefjard (2017, p. 26), o GeoGebra é um software matematico cuja
interface nos possibilita trabalhar com Geometria e Algebra simultaneamente, de forma
interligada. Muitos recursos sao oferecidos, como graficos, Geometria Dindmica plana e
espacial, algebra dindmica e simbdlica, planilhas, probabilidade, nimeros complexos,
vetores, equacodes diferenciais, texto dinamico, modelagem de fun¢des dos mais variados
tipos e assim por diante. Todas as representacdes de objetos matematicos estao
conectadas e permitem visualizar, experimentar e analisar problemas e situagcdes em um
ambiente semelhante ao de um laboratério. Pode-se, por exemplo, criar um modelo
geométrico em uma janela, anima-lo e coletar dados diretamente em um grafico. E
possivel utilizar o GeoGebra em computadores, tablets e smartphones, em varios sistemas
operacionais e é de uso gratuito para fins ndo comerciais. O software pode ser usado em
mais de 65 idiomas diferentes, disponiveis em uma opg¢ado de menu.

Desde 2001, quando o software foi criado, a comunidade que utiliza o GeoGebra
vem crescendo intensamente. Com ferramentas computacionais potentes e adequadas, a
utilizacao do software tornou possivel ampliar a modelagem relativamente modesta
normalmente feita em sala de aula para abordar mais situagdes da vida real e resolver
problemas mais desafiadores.

Gracas aos multiplos recursos oferecidos pelo programa, é possivel criar
construgcdes geomeétricas com ferramentas euclidianas, isto €, utilizando régua e
compasso. Isso permite aos estudantes explorarem iniimeras situacoes geométricas, por
meio da criacdo de pontos, retas, segmentos de reta, poligonos, circulos etc. Além disso, o
software possibilita alterar todos esses objetos dinamicamente, a partir do movimento

atribuido a um ponto que se desloca sobre um segmento, ou sobre um circulo, por
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exemplo. O movimento de um objeto pode também estar associado a um ndmero (ou um
angulo) que varia em um determinado intervalo pré-estabelecido e, para isso, basta a
criacio de um controle deslizante, ferramenta que permite a especificacdo dos
parametros necessarios. Assim, os estudantes podem construir objetos dinamicos e
observar as correspondentes transformacdes em suas respectivas equagdes e
coordenadas. A interface amigavel e intuitiva do GeoGebra propicia aos estudantes um
ambiente ideal para a exploracdo e a manipulacao de objetos e construgdes, pois a
interagcdo dos alunos com o software pode permitir o aprimoramento dos processos
cognitivos implicados nas solu¢des de problemas. Dessa forma, os estudantes podem
internalizar conceitos matematicos, por meio de experiéncias de resolucao de problemas,
observando e explorando as relagdes de dependéncia entre os objetos de uma
determinada construcdo. Devido a apresentacdo da Janela de Algebra e da Janela de
Visualizagdo, os estudantes podem perceber a ligacdo entre as diferentes representacdes
de um mesmo objeto. Por exemplo, ao criar um circulo na Janela de Visualizacao
utilizando-se a ferramenta “Circulo dados centro e um de seus pontos”, imediatamente
surge, na Janela de Algebra, a equacdo correspondente deste circulo. Se o aluno
movimentar um ponto deste circulo, alterando a medida do seu raio, podera observar a
equacgao associada também sofrendo alteracbes numéricas em tempo real. Assim, os
estudantes podem investigar as relacdes entre as diferentes representacdes de um objeto
matematico, ou podem analisar as representac¢des 2D e 3D de objetos, de forma a observar
as correspondéncias entre as dimensdes, como por exemplo as associacdes possiveis
entre a definicdo de um quadrado e a definicao de um cubo, ou ainda, a definicdo de um
circulo e a definicdo de uma esfera etc. Portanto, o GeoGebra pode ser entendido como
uma ferramenta para a compreensao de conceitos matematicos. Por todas as razdes
apresentadas e ainda outras nao elencadas, a utilizacdo do GeoGebra em sala de aula,
como um recurso didatico para o ensino e aprendizagem de Matematica, vem se tornando

cada vez mais popular.
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5. Questdes da OBMEP que integram Geometria e Fungdes

Neste capitulo abordaremos a trajetoria da tematica integradora de Geometria e
Funcgdes nas questdes da OBMEP. Mais especificamente, apresentaremos e comentaremos
algumas das questdes abordadas nesta olimpiada entre os anos 2005 e 2024, que
trataram de relacionar os temas Geometria Plana e Fung¢des. Analisadas todas as 37
provas do nivel 3 disponibilizadas no site? da OBMEP, sendo 18 provas de 12 fase e 19
provas de 22 fase, em um universo de 474 questdes, foram encontradas 20 questdes
relacionando os dois temas simultaneamente. Das 20 questdes analisadas, apenas 4
abordavam temas relacionados a distancias e perimetros, que ndo constituem o foco deste
trabalho e, por isso, foram desconsideradas. As 16 questdes restantes abordavam Areas

de Figuras Planas, e sao apresentadas em ordem cronolégica na tabela abaixo.

Quadro 3: Questdes da OBMEP que relacionam Areas de Figuras Planas e Funcées (continua)

N° | Prova/Ano | Nivel | Fase | Questio | Contetidos abordados na questio

Congruéncia de Triangulos, Area do Quadrado, Funcao
01 | OBMEP 2005 3 22 4

Quadratica.

Semelhan¢a de Tridngulos, Teorema de Pitagoras,
02 | OBMEP 2007 3 12 18 3

Areas do Triangulo e do Retangulo e Func¢do Afim.

Semelhanca de Tridngulos, Area do Trapézio, Area do
03 | OBMEP 2008 3 28 3

Retangulo e Fung¢do Quadratica.

Teorema de Pitagoras, area do Quadrado e Fungio
04 | OBMEP 2009 3 12 19

Quadratica.

Triangulo Retingulo Isésceles, Area do Tridngulo,
05 | OBMEP 2009 3 28 5 ;

Area do Trapézio, Fungao de Varias Sentencas.

Semelhanca de Tridngulos, Congruéncia de Triangulos,
06 | OBMEP 2011 3 28 4 3

Area do Triangulo e Func¢do Quadratica.

Semelhanca de Tridngulos, Teorema de Pitagoras,
07 | OBMEP 2012 3 28 4 3

Area do Tridngulo, Fung¢io Racional.

Triangulo Retingulo Isésceles, Area do Triangulo,
08 | OBMEP 2013 3 28 4 3

Area do Trapézio, Fungdo de Varias Sentengas.

Retangulo, Area do Tridngulo, Fun¢do de Varias
09 | OBMEP 2014 3 28 2

Sentencas.
10 | OBMEP 2015 3 12 13 Area do Quadrado e Funcio de Varias Sentengas.

Area do Trapézio, Area do Tridngulo e Funcio
11 | OBMEP 2016 3 12 11

Quadratica.

Retdngulo, Paralelismo, Fun¢do de Varias Sentencas.
12 | OBMEP 2017 3 12 15

Crescimento e Decrescimento, Fungao Constante.

2 OBMEP - Provas e solugdes. Disponivel em: http://www.obmep.org.br/provas.htm.
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N° | Prova/Ano | Nivel | Fase | Questio | Contetidos abordados na questio
Triangulo Equilatero (calculo da altura), Area do
13 | OBMEP 2017 3 2 3
Triangulo e Funcdo de Varias Sentencas.
Tridngulo Retangulo Isésceles, Congruéncia de
14 | OBMEP 2018 3 2 4 Triangulos, Area do Tridngulo, Fungdo de Varias
Sentengas.
15 | OBMEP 2019 3 1 13 Area do Quadrado, Area do Triangulo, Fungio Afim.
Area do Hexagono Regular. Area do Tridngulo e
16 | OBMEP 2024 3 2 3
Funcio de Varias Sentencas.

Fonte: elaborado pelo autor (2025). (conclusio)

Destacamos que estas questdes representaram uma motivacdo e uma inspiracdo

para a criacdo das sequéncias didaticas apresentadas no capitulo 7, pois nelas foi

observado um potencial de gerar nos estudantes as reflexdes relacionadas a Geometria

Dinamica. Importante também ressaltar que este tipo de questdo aparece regularmente

na OBMEP desde 2005, ano em que a olimpiada foi criada e comegou a ser aplicada nas

escolas brasileiras. Isso evidencia a relevancia do tema para os pesquisadores do Instituto

de Matematica Pura e Aplicada (IMPA) que sao os responsaveis pela confec¢ao da prova.

Na Tabela 1, podemos observar o expressivo nimero de alunos que participaram

da 12 fase da OBMEP no ano de 2024. O nimero de alunos participantes manteve-se acima

de 18 milhdes nos anos de 2022 até 2024, segundo dados colhidos no proprio site3 da

OBMEP.

Tabela 1: OBMEP em numeros 2024

192 OBMEP 2024 - Inscri¢des 12 Fase

Publicas Privadas Todos
Escolas 50.960 5.556 56.516
Alunos 17.687.393 | 811.316 18.498.709
Municipios | 99,89% 23,88% 99,89%

Fonte: OBMEP (2024).

Mesmo considerando que apenas uma fracdo destes 18 milhdes de alunos tenham

realizado a prova de nivel 3 desta olimpiada, é razoavel pensar que sdao milhdes de alunos

do Ensino Médio com acesso a estas questdes. Desta forma, a OBMEP influencia alunos e

3 OBMEP em numeros. Disponivel em: http://www.obmep.org.br/em-numeros.htm.
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professores de todo o Brasil a olharem para as tematicas consideradas mais relevantes da
Matematica, por meio de suas questdes. Questdes estas que muitas vezes sao
consideradas exigentes pelo seu carater olimpico, mas que ao mesmo tempo desafiam os
jovens estudantes a desenvolverem suas habilidades matematicas e darem prova de seu
esforgo e talento.

Apresentaremos a seguir trés das dezesseis questdes citadas no quadro 3, a fim de
que o leitor possa observar a forma como se da a investigacdo de uma fungao, partindo de
uma construg¢ao geométrica dada. Tal constru¢do deve possuir um ou mais pontos moveis,
isto é, pontos que se deslocam sobre segmentos, retas, entre outros, deslocamento este
que faz com que uma determinada medida varie (varidvel independente), e isto implica
em uma variacao na area de uma regido definida no enunciado (variavel dependente).
Entdo ocorre o estudo da variagdo da area desta regido por meio do estudo da fungdo que
modela o problema.

A Figura 14 apresenta a ilustracdo da questdao 18 da OBMEP 2007 (Nivel 3, 12 fase).

Qual dos graficos abaixo descreve a variagdo da area do poligono BCDP em funcao
da distancia x = AP?

Figura 14 - llustragdo da Questdo 18.

D C
P
X
A B
@ @© o]
A) B) C) D) E)
| X | X | X X | X

Fonte: OBMEP (2007).

Na questdo acima, temos que o ponto P desloca-se sobre o segmento AC fazendo
que a medida x de AP varie. Desta forma, a questdao possui relacdo com a Geometria
Dinamica, uma vez que ha a ideia do movimento do ponto P causar uma variacao na area
da regido cinza e solicita-se que o aluno investigue esta variagdo. A questdo aborda os
seguintes temas: Semelhanca de Tridngulos, Teorema de Pitagoras, Areas do Triangulo e
do Retdngulo e Funcdo Afim. Uma possivel estratégia de resolucdo é representar as

medidas dos lados do retangulo ABCD pelas constantes a e b. (Figura 15)
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Figura 15 - Questdo 18, OBMEP 2007, Nivel 3, 12 Fase
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Fonte: Elaborado pelo autor (2025).

Tracamos as perpendiculares PQ e PR relativas aos lados AB e AD,

respectivamente. Aplicamos o Teorema de Pitdgoras no tridngulo ABC, assim, AC? =

AB? + BC? = AC = Va? + b2. Observamos a semelhanca dos tridAngulos ABC e AQP

(caso AA) e, portanto, 22 = 22 = 28 556 temos Z = L = —*— e assim, y = —2— ¢ 7 =
/P "5 A8 ac B b a  Varip? 'Y = Vazepe

bx
VaZz+p?’

Assim, utilizando o raciocinio por subtracao, se pode chegar a conclusdo de que a

. . , az by
area do poligono BCDP é dada por Apcpp = Aapcp — Aapp — Aapp = ab —— ——=ab —

abx abx ab ab

— =ab———-x,coma,b > 0. Denominandoa; = ———=e b, = ab
2va2+b2  2VaZ+h2 vaz+pz 7’ ! 1 VaZ+b2 1 !

temos que Agcpp = a1 " x + by, em que a; < 0 e b; > 0, expressdo esta que claramente

representa uma func¢do afim decrescente, como mostra a Figura 16 abaixo.

Figura 16 - Grdfico da fun¢do que modela o problema da Questdo 18

y

X

0 Ja? 5

Fonte: Elaborado pelo autor (2025).

Por conseguinte, a resposta procurada é a alternativa (B). (Figura 14)
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A Figura 17 apresenta ailustracao da questao 13 da OBMEP 2015 (Nivel 3, 12 fase).
Um quadrado ABCD tem area 1. Um ponto P desloca-se ao longo da semirreta AB,
partindo do ponto A para a direita, conforme mostra a figura. Se S é a area da regido
compreendida entre os quadrados ABCD e APQR, destacada em cinza, qual é o grafico que

melhor representa a variacao de S em funcao de x?

Figura 17 - llustragdo da Questdo 13.

R Q
D C D C
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1T X 1 X 1 X 1 X 1 X

Fonte: OBMEP (2015).

Na questdo acima, temos que o ponto P desloca-se sobre a semirreta AB fazendo
com que a medida x de AP varie. Isso implica que Q e R sdo também pontos moveis, ja que
APQR é sempre um quadrado. A ideia do movimento de um ponto que percorre uma
semirreta nos remete mais uma vez a Geometria Dinamica. O estudante deve investigar a
variacdo da drea da regido situada entre os dois quadrados e concluir qual grafico melhor
representa esta variacdo. Os contetidos relacionados sio: Area do Quadrado e Funcio de
varias sentencas.

Uma possivel resolucao: observa-se que se o ponto P pertence ao segmento AB
entdo o quadrado ABCD, de lado 1, é maior do que o quadrado APQR, de lado x. Portanto,
se 0 < x <1 entdo Appcprg = Aapcp — Aapor = 1> — x* = 1 — x?. Por outro lado, se o
ponto P pertence ao prolongamento de AB entdo o quadrado APQR, de lado x, é maior do
que o quadrado ABCD, de lado 1. Portanto, se x > 1 entdo Apgcpro = Aapor — Aapcp =
x? — 12 = x? — 1. Dai segue que a fun¢do que representa a variacdo da area da regido

compreendida entre os dois quadrados pode ser escrita como a fun¢ao de duas sentencas



fe ={

1—x% se 0<x<

x2—1, se x>1
f(x) = |x* — 1], com x > 0.

, ou ainda, de forma mais concisa, podemos escrever que
Construindo-se o grafico desta funcdo (Figura 18), encontramos o resultado
representado no item (A). (Figura 17)

Figura 18 - Grdfico da fungdo que modela o problema da questdo 13

y =1—2

2
Fonte: Elaborado pelo autor (2025).

funcao de x?

A Figura 19 apresenta ailustracdao da questdao 11 da OBMEP 2016 (Nivel 3, 12 fase).
Os quadrados da figura tém lados paralelos e 0 mesmo centro. O quadrado maior

Figura 19 - llustragdo da Questdo 11.

tem lado 10 e o menor tem lado x. Qual é o grafico que expressa a area da regido cinza em

A)

10

C)

D)

X

Fonte: OBMEP (2016,).
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Nessa questdo, temos que a medida x do lado do quadrado menor varia. Esta
variacdo se da no intervalo [0, 10] ja que x é uma medida positiva e ndo deve ser maior
do que a medida do lado do quadrado maior. Sabemos que os dois quadrados sao
concéntricos e tem seus lados paralelos. Portanto existe a ideia do movimento dos quatro
vértices do quadrado menor, o que evidencia o carater dinamico da figura. O estudante
deve determinar a variacdo da area da regido cinza e concluir qual grafico melhor
representa esta variagdo. Os contetdos relacionados sdo: Area do Trapézio, Area do
Tridngulo e Fung¢ao Quadratica.

Denominamos ABCD o quadrado maior e EFGH o quadrado menor, ambos de
mesmo centro O, conforme Figura 20.

Figura 20 - Questdo 11, OBMEP 2016, Nivel 3, 12 Fase

10

A B
Fonte: Elaborado pelo autor (2025).
Observamos que a area da regido pintada de cinza - o pentagono DCFGH - pode
ser decomposta na soma de duas 4reas: das regides DCGH e CGF. E imediato que a menor

distancia entre os lados paralelos dos dois quadrados é a metade da diferen¢a das

medidas de seus lados, isto €, 102—_x. Como DC || HG, sabemos que DCGH é um trapézio de

(10—x)
—-— — 10—x . (10+x)~—— 102-x2 _ 100-x2
bases DC = 10 e HG = x e altura — . Assim, Apcye = L = = .0
2 2 4 4

—= 10-x x_(10—x) 10x—x2

triangulo CGF possui base GF = x e altura ——. Assim, Acqr = 2L = . Logo,
2 2 4

100-x2 | 10x—x2 _ -2x2+10x+100 x? | sx ~

ADCFGH = ADCHG + ACGF = 2 + 2 = 2 = _7 + ? + 25. EXpI‘essaO

esta que representa uma fun¢ao quadratica, cujo grafico é uma parabola com concavidade

b

para baixo. Calculando as coordenadas do vértice V desta parabola, temos: x, = — Py
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5
3 5 .. . ‘. A
——>*+ === 2,5 (valor do dominio no qual ocorre a drea maxima) e y, = —— =
2.(__) 2 |4 4a
2
52 1 25 25+200
b%-4ac 3) ~+(73)25 150  —— 225 , i
— =— (2) (12) == =——="=28,125 (valor da &area maxima).
4a 4.(_5) (-2) 2 8

Assim, podemos construir o grafico abaixo (Figura 21), que corresponde a alternativa (B).

(Figura 19)

Figura 21 - Grdfico da fungdo que modela o problema da Questdo 11

30 \V/

25 :
z® bz
y=1r45t+t%

25
2 2+

20
15

10

-5 0 5 10 15

Fonte: Elaborado pelo autor (2025).
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6. Premissas
Este capitulo visa apresentar os conteddos basicos que sdo pré-requisitos para o

estudante submetido as sequéncias didaticas. No caso, sdo duas sequéncias didaticas ao
todo; uma para estudantes do 1° ano do Ensino Médio, e outra para estudantes do 3° ano.
As obras utilizadas para compor o texto de nossas premissas foram os livros da cole¢ao
Fundamentos de Matematica Elementar, principalmente os volumes: v.1. Fung¢des, (Iezzi;
Murakami, 2013), v.3. Trigonometria (Iezzi, 2013) e v.9. Geometria Plana (Dolce; Pompeo,
2013). Como ndo tivemos o objetivo de esgotar os assuntos abordados neste capitulo,
convidamos o leitor a consultar tais obras para mais detalhes, se for o caso.

6.1. Congruéncia de tridngulos

Dois triangulos sao congruentes quando os lados e angulos do primeiro tridangulo estao
em correspondéncia com os lados e angulos do segundo tridngulo de tal forma que os
lados e angulos em correspondéncia sejam ordenadamente congruentes.

Figura 22 - Os tridngulos ABC e A'B'C' sdo congruentes.

Al

c' B'

B C

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

AB = A'B’ LA =LA
AABC=AA'B'C'" = | AC=A'C' e «B=/B’
BC = B'(C’ 2C = £C'
Desse modo, para determinar a congruéncia de dois tridngulos podemos observar

seis elementos em cada tridngulo (os trés lados e os trés angulos) e comparar as medidas.
Mas de fato, é suficiente que se conhecam apenas trés destes elementos, numa certa
ordem, para termos a congruéncia assegurada. E isso que nos dizem os casos de
congruéncias de triangulos.

6.1.1. Casos de Congruéncia de Tridngulos

19 Caso - LAL (lado, angulo, lado):

"Se dois triangulos possuem ordenadamente congruentes dois lados e o angulo

compreendido, entdo eles sdo congruentes."
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Figura 23 - Caso LAL de congruéncia de Tridngulos.

Al

C c

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).
22 Caso - ALA (angulo, lado, angulo):
"Se dois tridngulos possuem ordenadamente congruentes um lado e os dois angulos a ele
adjacentes, entao esses triangulos sdo congruentes."

Figura 24 - Caso ALA de congruéncia de tridngulos.

B

Bl

C
Fonte: Elaborado pelo autor (2024).
32 Caso - LLL (lado, lado, lado):

"Se dois tridngulos possuem seus trés lados congruentes, entdo eles sdo congruentes.”

Figura 25 - Caso LLL de congruéncia de tridngulos.

B

Bl

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).
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42 Caso - LAAo (lado, angulo, angulo oposto):
"Se dois triangulos tém ordenadamente congruentes um lado, um angulo adjacente e o

angulo oposto a esse lado, entdo esses tridngulos sdo congruentes."

Figura 26 - Caso LAAo de congruéncia de tridngulos.

B
Bl
C|
A <
Al
C

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).
5° Caso - Caso especial de Congruéncia de Triangulos Retangulos:

“Se dois triangulos retangulos tém ordenadamente congruentes um cateto e a hipotenusa,

entdo esses tridngulos sdo congruentes.”

Figura 27 - Caso Especial de congruéncia de tridngulos retdngulos

B
C'\/H/ ]
A'
A C

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

Vejamos um exemplo da aplicagdo de Congruéncia de Triangulos:
Considere o triangulo equilatero ABC da figura abaixo. Foram marcados os pontos

D € AB,E € BCeF € CA,taisque AD = BE = CF. Mostre que DEF é tridngulo equilatero.
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Figura 28 - llustragdo do exemplo de congruéncia de tridngulos

C

A D B
Fonte: Elaborado pelo autor (2024).
Como ABC é equilatero, entio AB = BC = CA e BAC = ABC = ACB = 60°. E
imediato que BAC = DAF, ABC = EBD e ACB = FCE. Como AD = BE = CF entdo 4B —

AD = BC — BE = CA — CF e, portanto, DB = EC = FA.

AD = BE = CF (enunciado)
Assim,{ DAF = EBD = FCE = 60° (angulo interno do tridngulo equilatero)
DB =EC=FA (dedugdo)

Pelo caso LAL (Lado, Angulo, Lado) podemos afirmar que os tridngulos ADF, BED

e CFE sdo congruentes. Dai segue que FD = DE = EF e, portanto, DEF é equilatero.

6.2. Semelhanc¢a de Tridngulos

Dois triangulos sdo semelhantes se, e somente se, for possivel estabelecer uma
correspondéncia entre seus vértices de modo que:
19) angulos correspondentes sejam congruentes.

29) lados homoélogos sejam proporcionais.

Figura 29 - ABC e A'B'C’ sdo tridngulos semelhantes.

BI

A C A' C'

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).
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2A=1¢A"; 1B =2¢«B'"; 2C = 2C’
e
AB AC BC

AB ~AC _ BC

Para facilitar a identificagdo de angulos correspondentes e lados homélogos,

SNAABC ~AA'B'C’

identificamos triangulos semelhantes colocando os vértices correspondentes na mesma
sequéncia, isto é, quando dizemos AABC = ADEF, ja estamos fixando as correspondéncias:
AeD; BoE e CoF.
6.2.1. Teorema Fundamental da Semelhan¢a de Triangulos

O Teorema Fundamental da Semelhang¢a de Triangulos diz que se uma reta é
paralela a um dos lados de um triangulo e encontra os outros dois lados em pontos
distintos, entao o tridngulo que ela determina é semelhante ao primeiro.

Na sequéncia, trazemos uma demonstrag¢do, adaptada de Dolce & Pompeo (2013).
Vamos considerar um triangulo ABC e tragar uma reta paralela ao lado BC, que encontra
os lados AB e AC em dois pontos P e Q.

Figura 30 - Ilustragdo do Teorema Fundamental da Semelhanga de Tridngulos.

A

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

Temos que PQIBC = +£APQ=1ABC e £AQP = £ACB (angulos
correspondentes).

Entdo temos os angulos congruentes ZP = £B; £Q = £C e £A é angulo comum aos
dois tridngulos. Assim, podemos afirmar que os angulos dos triangulos ABC e APQ sao

ordenadamente congruentes. Como PQ || BC, aplicando o Teorema de Tales, temos que:

AP _ AQ
AB_AC[ -
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Vamos agora considerar o ponto R pertencente a BC tal que QR || AB, como na

figura abaixo.

Figura 31 - llustragdo do Teorema Fundamental da Semelhanga de Tridngulos.

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

: AQ _ BR
Novamente aplicando o Teorema de Tales, temos que: ﬁ = [2].

AP _ 40 _ BR
De [1] e [2] temos que: — = R

Como PQRB é um paralelogramo, entdo PQ = BR.

AQ _ PQ

AP
Portanto, — = = —
AB  AC BC

ou seja, os lados homélogos dos tridangulos ABC e APQ sdo

proporcionais.

Assim, os triangulos ABC e APQ sdo semelhantes.

6.2.2. Casos de Semelhanga

De acordo com a defini¢do de tridngulos semelhantes, para concluirmos que dois
triangulos sdo semelhantes, precisamos verificar as congruéncias dos seus trés angulos e
a proporcionalidade dos seus trés lados. No entanto, existem situacdes em que podemos
concluir a semelhanga de dois triangulos sem analisarmos todas as condi¢des exigidas
pela definigdo, tais situacdes sdo chamadas de casos de semelhanca.
e 12 caso: AA~ (angulo, angulo)
Se dois tridangulos possuem dois angulos ordenadamente congruentes, entdo eles sao

semelhantes.



Figura 32 - Caso AA de Semelhanga de Tridngulos.

N
C
A a R
A B A

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

Bl

LA =2A
e =A ABC ~A A'B'C’
2B = 2B’

e 22 caso: LAL~ (lado, angulo, lado)

69

Se dois triangulos possuem dois pares de lados proporcionais e os angulos

compreendidos entre eles sdo congruentes, entao esses dois triangulos sdo semelhantes.

Figura 33 - Caso LAL de Semelhanga de Tridngulos.

Cl
C k-b
b
(83
A C B A k.c -

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

Bl

LA =2A
AC € Ap ( =LA ABC ~AA'B'C
AC ~ AB

¢ 32 caso: LLL~ (lado, lado, lado)

Se dois triangulos tem os trés lados correspondentes proporcionais, entdo esses dois

tridngulos sao semelhantes.
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Figura 34 - Caso LLL de Semelhanga de Tridngulos.

CI
C E-b
k-a
b
a
A C B Al k-.c B'
Fonte: Elaborado pelo autor (2024).
AB AC

BC
T8 - A0 B’C’} =AABC ~A A'B'C’
Vejamos um exemplo de aplicagdo de Semelhancga de Triangulos.
Seja ABCD um quadrado de lado a seja EFGH outro quadrado, construido de
modo que E € AB, F € CD e AE = CF = x. Se P é o ponto de interseccio de BC e FG,

calcule a medida do segmento CP.

Figura 35 - llustragdo do exemplo de semelhanga de tridngulos.

D Fx C

H

Fonte: Elaborado pelo autor (2025).

Vamos tracar uma perpendicular do ponto E até o lado CD. Seja Q o pé desta

perpendicular.
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Figura 36 - Tridngulos semelhantes presentes na construgdo.

D =z Qa—2¢ F = C

9
9

2

H

Fonte: Elaborado pelo autor (2025).

Entdo os tridngulos EQF e FCP sao tridngulos retangulos semelhantes pelo caso
Angulo - Angulo, ja que se QE'F = @, entao QF'E =90° — a. Como EFP = 90° entio
PFC = 180° — EFP — QFE = 180° — 90° — (90° — &) = a.Assim, EQF ~FCP, logo temos

a proporgao % = g_—:j. Por outro lado, AEQD é um retangulo, entdo EQ = AD = a e AE

DQ = x e, portanto, QF = a — 2x. Desta forma, temos %= %, e dai segue que CP =

x-(a—2x)
—

6.3. 0 Teorema Pitagoras

O Teorema de Pitagoras diz que em todo tridngulo retangulo, o quadrado da
medida da hipotenusa é igual a soma dos quadrados das medidas dos catetos. Na
sequéncia trazemos uma figura com trés quadrados que da uma nogdo visual para o
entendimento do Teorema.

Figura 37 - Quadrados construidos sobre os lados de um tridngulo retdangulo.

a®>=b*+c?

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).
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Na sequéncia, apresentamos uma demonstracdo classica que pode ter sido
idealizada pelos Pitagoricos (Lima et al., 2013), e que ndo é muito complexa. Acreditamos
que estudantes do nono ano podem compreendé-la.

O diagrama mostra um quadrado de lado de medida b + ¢, com quatro triangulos
retangulos congruentes, de catetos de medidas b, ¢ e hipotenusa de medida a. Na segunda
figura o mesmo quadrado é apresentado, porém houve um rearranjo e os tridngulos estdo
dispostos de forma diferente. Portanto, as regides em branco dentro de cada um dos dois
quadrados devem ter uma area igual. Equacionando as areas das regides brancas produz-

se o teorema de Pitagoras.

Figura 38 - Demonstragdo cldssica do Teorema de Pitdgoras.

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

Assim, a? = b? + ¢2.
Decorre do Teorema de Pitdgoras que, dado um triangulo retangulo qualquer, que
a soma das areas dos quadrados construidos sobre os catetos é igual a drea do quadrado

construido sobre a hipotenusa.

Figura 39 - Quadrados construidos sobre os lados de medidas 3, 4 e 5 do tridngulo retdngulo.

25

16

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).
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Como exemplo, na figura acima temos o triangulo retangulo de lados 3, 4 e 5. Os
quadrados construidos sobre estes lados tém areas iguais a 9, 16 e 25 unidades

quadradas, respectivamente.

6.4. Areas de Figuras Planas

Definimos o quadrado de lado unitario como um quadrado de area igual a 1.

Figura 40 - Quadrado unitdrio

D C

A 1 B
Fonte: Elaborado pelo autor (2024).
Assim, se o quadrado tem lado de medida 1 cm, entfio sua area serd 1 cm?, se o

quadrado tem lado de medida 1 m, entdo sua drea serd 1 m?, etc.

6.4.1. Area do Quadrado
Para calcular a 4rea de um quadrado devemos medir quantos quadrados unitarios

cabem no interior desse quadrado.

Figura 41 - Quadrado de lado £,

D C

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

E possivel mostrar que independentemente se £ é um nuimero racional ou
irracional, sempre temos que a drea de um quadrado é expressa pelo quadrado da medida
de seu lado.

A= ¢
6.4.2. Area do Retangulo
A fim de calcularmos a area de um retangulo de dimensdes b (base) e h (altura),

vamos observar a seguinte construcao:
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Figura 42 - Decomposi¢do de um quadrado em quadrados e retdngulos.

| H G
* > ™
b h
b b b
b+ h
b
Ae¢ Dn ¢ F
h
h h h
b h
® & o
B C E

b+ h
Fonte: Elaborado pelo autor (2024).
Vamos justapor quatro figuras: dois retangulos congruentes: ABCD e DFGH, de
dimensoes b e h, e dois quadrados: CEFD de lado h e ADHI de lado b. Estas quatro figuras
justapostas resultam em um quadrado maior, BEGI, de lado b + h.

Entao:

Apger = Aapcp + Acerp + Apren + Aapnr
(b+ h)? =2 Aupcp + h? + b?
b? + 2bh + h? = 2 - Aypcp + h? + b?
2bh =2 Aypep
Aypep = bh

Figura 43 - Retdngulo de base b e altura h.

D C
>~ -
h
5
A b B

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

A area de um retangulo é expressa pelo produto da medida da base pela medida da

altura. Assim, A = b - h.
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6.4.3. Area do Paralelogramo
E sempre possivel fazer um rearranjo na area de um paralelogramo, de forma a
transforma-lo em um retangulo. Na figura abaixo, foi tragcada a altura EB, e o tridngulo

retangulo EBC foi transladado, se transformando no triangulo E’AD.

Figura 44 - Translagdo transforma paralelogramo em retdngulo equivalente.

A b B

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).
Assim, a drea do paralelogramo ABCD é igual a area do retangulo E’ABE.

Figura 45 - Paralelogramo de base b e altura h.

D C

b

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

A area de um paralelogramo é expressa pelo produto da medida da base pela
medida da altura. Assim, A = b * h.
6.4.4. Area do Triingulo

Dado um triangulo qualquer ABC, podemos, a partir deste triangulo, construir um
paralelogramo. Tragando uma reta paralela ao lado AB pelo vértice C e uma reta paralela
ao lado AC pelo vértice B, encontramos o ponto D de intersec¢do destas retas. Desta forma,

os triangulos ABC e DCB sdo congruentes (caso A-L-A) e, portanto, estes triangulos tém a
mesma area. Como ABDC é um paralelogramo, temos que: Agp; = % “Augpe-

Figura 46 - Justaposicdo de tridngulos congruentes forma um paralelogramo.

Cc

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).
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Figura 47 - Tridngulo de base b e altura h.

B

A b c

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

Assim, se tomarmos como base o segmento AC de medida b e como altura relativa

< A , b-h
a esta base o segmento de medida h, entdo a area do triangulo é dada por A = —

6.4.5. Area do Losango

Seja ABCD um losango com diagonais AC = d, e BD = d,. Seja M o ponto de
interseccdo de AC e BD, entdo M é o ponto médio de AC e de BD. Além disso, AC L BD.
Tracando retas paralelas as diagonais AC e BD pelos vértices do losango ABCD, obtemos
o retangulo EFGH conforme a figura abaixo. Os lados deste retangulo serao congruentes
as diagonais AC e BD, assim, EF = GH =d, e EH = FG = d, e os vértices do losango
ABCD serdo pontos médios dos lados do retangulo EFGH, pois temos as seguintes
congruéncias: AMB = AMD = CMB = CMD = BEA = BFC = DGC = DAH. Como estes
oito triangulos sdo congruentes, entdo eles possuem todos a mesma area. Como a area do
losango ABCD corresponde a quatro destes tridngulos e a area do retdngulo EFGH

corresponde a oito destes triangulos, isto implica que a area do losango ABCD mede a
metade da 4rea do retangulo EFGH. Assim, A pcp = % - Appoy = % -EF -FG = % - dy - d,.

Figura 48 - Losango pode ser inscrito em um retdngulo.

o | B

M|l-.—a-

d

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).
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Figura 49 - Losango de diagonais di e d.

D

B
d

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

Portanto a area de um losango pode ser expressa pelo semiproduto das medidas

. . . dyi-d
das diagonais. Assim, A = —2,

6.4.6. Area do Trapézio

No trapézio ABCD da figura abaixo tracamos a base média EF, que divide o trapézio
inicial em outros dois trapézios: ABFE e EFCD, ambos de mesma altura, que é igual a
metade da altura do trapézio inicial. Entdo aplicamos uma rotacao de 180°, em torno do
ponto F, no trapézio EFCD transformando-o no trapézio E’FBD’. Note que os trapézios
ABFE e E’FBD’ juntos, formam um paralelogramo cuja base mede a soma das medidas das

bases do trapézio inicial e cuja altura mede a metade da altura do trapézio inicial.

h
Portanto, AABCD = AADIE/E = (bl + bz) ' E
Figura 50 - Rotagdo transforma trapézio em paralelogramo equivalente.

A by B A b, B b
b+ b
Fonte: Elaborado pelo autor (2024).
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Figura 51 - Trapézio de bases b1 e bz e altura h.

- b

D C

b2
Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

Assim, a area de um trapézio pode ser expressa pelo produto da medida de sua

(b1+bz)-h

base média pela sua altura. Portanto, A = .

6.5 Fungoes

A seguir, serdo apresentados conceitos e no¢des sobre Fungdes, pois a proposta do
trabalho é justamente unir o ensino desses dois temas: Geometria e Fungoes.
6.5.1 Fung¢ao Constante

Uma funcdo constante é uma funcdo que assume apenas um valor,
independentemente de sua variavel. Ou seja, € uma funcao cujo valor da imagem é o
mesmo para cada valor do dominio.

A funcdo constante é dada por f(x) = ¢, onde c é um nuiimero real qualquer.

O grafico de uma funcao constante é uma reta paralela ao eixo das abscissas
passando, no eixo das ordenadas, pelo ponto (0, c). A imagem da fung¢do é o conjunto

Im(f) = {c}

Figura 52 - Grdfico da fungdo constante.

y

(0, ¢) f(x) =c

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).
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6.5.2 Fungao Afim

Fungdo Afim é toda funcdo da forma: f(x) = ax + b, em que a e b sdo numeros
reaisea # 0.

Um caso particular é a chamada Fungdo Linear (b = 0), é toda fun¢ao da forma:
f(x) = ax em que a é um nimero real nio nulo.

O grafico cartesiano de uma fungao afim é uma reta.
Figura 53 - Grdfico de uma fungdo afim.

™

y

L x

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).
Demonstracdo: Sejam os pontos P; = (xq,y1), P, = (x3,¥,) e P3 = (x3,y3), trés
pontos distintos pertencentes ao grafico da fun¢do y = ax + b. Entao, temos que y; =
ax, +b,y, = ax, + b ey; = axz + b. Sem perda de generalidade, suponhamos que x; <

x, < x3, conforme grafico cartesiano abaixo.

Figura 54 - Trés pontos sobre o grdfico de uma fungdo afim.

Y

SRR -

8
A%

8
%)

8
4]

Fonte: Elaborado pelo autor (2025).
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Vamos definir os pontos Q = (x,,y;) € R = (x3,Y,). Assim, temos os tridngulos

retangulos P; QP, e P,RP;, conforme figura abaixo.

Figura 55 - Tridngulos semelhantes presentes na construgdo.

y31 ------------------------------------------------

Y2 o .
i
i
yl T2 [] E
i i i
/ ! 1 !
: i i X,
-~ I Lo I3
Fonte: Elaborado pelo autor (2025).
. A ~ P -
Considerando o tridngulo P;QP,, vamos calcular a razdo % = % =
1 27421
axa+b—(axq+b) _ a-(xp—xq1) _ a
X2—X1 B X2—X1 o
. A =~ PR _ y3-y;
Considerando o tridngulo P,RP;, vamos calcular a razdo PR =
2 37A2

axz+b—(ax;+b) _ a-(xz3—x3) _ a
X3—X2 X3—X2 '

Assim, sabemos que P;QP, e P,RP; sdo triangulos retangulos e que vale a

~ P P
proporgio -2 = 2
1

P1Q P

= —2, isto é, os tridngulos P, QP, e P,RP; sao semelhantes pelo caso LAL e,

portanto, os angulos correspondentes QP;P, = a e RP,P; = [ sdo congruentes. Dai

conclui-se que os pontos P;, P, e P; sdo colineares.

Lembramos que o grafico de uma fung¢ao afim nunca sera uma reta vertical nem

horizontal. A reta vertical jamais representara uma fungdo, pois existem infinitos valores

de y que correspondem a um Unico valor de x. A reta horizontal representa o grafico de

uma func¢do constante.

Considerando f(x) = ax +b uma funcao afim qualquer, chamamos a de

coeficiente angular e b de coeficiente linear da funcdo afim. O coeficiente angular a esta

relacionado com a inclinagcdo da reta em relacdo ao eixo Ox. Sua variacdo pode ser

observada nos exemplos abaixo:
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n_n

Figura 56 - Variagdo do coeficiente angular "a"” em retas do tipo y = ax.

y

y==a

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

Perceba que se o coeficiente a da fungdo f(x) = ax + b é positivo entdo f(x) é
crescente. E se o coeficiente a é negativo entdo f(x) é decrescente. De fato, inicialmente
considere o caso em que a > 0. Escolha dois elementos quaisquer do dominio: x; e x, tais
que x; < x,. Entao:

Xp<xy@a-xy<a-x;>a-x;+b<a-x,+b=f(x) < f(xy).

Ou seja, se a > 0 entdo f(x) é crescente.

Considerando o caso em que a < 0, temos:

X1<xy@a-x;>a-x,>a-x;+b>a-x,+b=f(x1) > f(xy).

Ou seja, se a < 0 entdo f(x) é decrescente.

Por fim, tratemos do coeficiente linear b da funcdo afim f(x) = ax + b. Como
f(0) = b, temos que b é a ordenada do ponto de intersec¢ao do grafico de f (que é uma
reta) com o eixo Oy (vertical). Abaixo, o leitor encontra diversas fun¢des afim com o
mesmo coeficiente angular (a = 1, no caso) e diferentes coeficientes lineares, para

conseguir visualizar o que uma varia¢do nos coeficientes lineares pode gerar:
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Figura 57 - Variagdo do coeficiente linear "b" em retas do tipoy =x + b.

/

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

6.5.3 Fungdo Quadratica
Funcio quadratica é toda func¢do da forma: f(x) = ax? + bx + c,emque a, b e c
sdo numeros reaise a # 0.
Abaixo, desenvolvemos a forma canonica do trinémio, fazendo o completamento
do quadrado:
f(x) =ax?>+bx+c

, b
=a(x +—x)+c
a

oo () () +
-4\ ax 2a aZa ¢

b\? b?
=a(x+£> —a-m+c
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B (+b>2 b? — 4ac
- A\*To, 4q

Observe que essa fung¢do pode ser expressa pela soma de duas parcelas, a primeira,

. b\? , :
dependente de x e a segunda, que é constante. O termo (x + Z) é sempre maior do que

. s b

ou igual a zero, e seu valor minimo ocorre quando x = — -~ Portanto, se a > 0 temos que
. ~ b b2-4ac b\ , L.

o valor minimo da funcao é f — ) Sea<, f —>-)éo valor maximo de

f (x) para qualquer x € R.

0 grafico cartesiano de uma funcao quadratica é uma parabola.

Figura 58 - Grdfico cartesiano de uma fungdo quadrdtica.

y =az® +bx +c

N/

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

A demonstracdo de que o grafico de uma funcao quadratica é uma parabola foge
do escopo deste trabalho, mas pode ser encontrada no 72 volume da cole¢ao Fundamentos
de Matematica Elementar (Iezzi, 2013).

A Parabola é definida como o lugar geométrico dos pontos do plano que sao

equidistantes de um ponto fixo F, chamado foco, e de uma reta fixa d, chamada diretriz.
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Figura 59 - Definicdo Geométrica da Pardbola.

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

Quando tracamos a reta perpendicular a diretriz que passa pelo foco temos o
chamado de "eixo de simetria" da parabola. O ponto de interseccao entre a parabola e seu
eixo de simetria é chamado de "vértice" e é o ponto onde a pardbola é mais
acentuadamente curvada. Na figura abaixo, temos que e é o eixo de simetria da parabola

representada.

Figura 60 - Eixo de simetria da pardbola.

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

Considerando a fungdo f(x) = ax? + bx + c, o eixo de simetria de seu grafico é a

: b
reta vertical x = — Y= Para demonstrarmos este fato basta notar que:

(- )=afe-) - )

—afxr-Lxs il +b il +
=al\x ax 4a2 X oa C
2 b2

=ax%?—-b»b — + bx — —
ax x+4a+ X 2a+C



85

b2
=ax?——+c
4a

(el oo(oa- )

b b? b?
=a x2+ax+— —bx——+c

4q? 2a
b? b?

_ 2 — —_—

= ax +bx+4a bx 2a+c

2 _ b2
=ax*——+c.
4a
: : b b : :
Assim, temos aigualdade f ( x — ) = fl—x-— 2 ), 0 que nos permite concluir que
e A » b : L
pontos do dominio, simétricos em relacdo a reta x = — 5. » bossuem imagens iguais, ou
. ‘e T < s b o
seja, o grafico de f(x) é simétrico em relacdo a reta x = — Portanto, o vértice V =
(xy,yy) da parabola que representa a fun¢do f(x) =ax?+bx+c é o ponto de

b A
coordenadas: x;, = — 22 €Yy = — - emque A= b? — 4ac.

Figura 61 - Coordenadas do vértice de uma pardbola.

y:aa:2+b:v+c

W

yv

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

Note que, se o grafico de f(x) tem concavidade voltada para cima, entdo f(x)
possui um valor minimo e, se o grafico de f(x) tem concavidade voltada para baixo, entdo

f(x) possui um valor maximo.
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Nos exemplos abaixo podemos observar a variacao do coeficiente a em fun¢des do

tipoy = ax?:

n_n

Figura 62 - Variagdo do coeficiente "a" em pardbolas do tipo y = ax>.

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

Sabe-se que se o coeficiente a da funcio f(x) = ax? + bx + ¢ é positivo entdo f (x)
é concava para cima, e sabe-se que se o coeficiente a da funcio f(x) = ax? + bx +c é

negativo entdo f(x) é concava para baixo.

6.5.4 Fungdes de varias sentengas

Uma funcao definida por mais de uma sentenga, também chamada de fungao por
partes ou funcdo segmentada, é uma funcdo matematica composta por diferentes
expressdes que se aplicam a diferentes intervalos do dominio. Isso significa que, em vez
de utilizar uma Unica férmula para todos os valores da variavel independente, a fungao
utiliza diferentes férmulas dependendo do intervalo em que esse valor se encontra.

Esse tipo de funcao é especialmente util para modelar situacdes em que o
comportamento de uma grandeza muda conforme certas condi¢Ges. Por exemplo, tarifas
que variam conforme o consumo, impostos progressivos, ou movimentos com diferentes
velocidades em diferentes trechos podem ser representados por fun¢des definidas por
partes. A notacdo matematica geralmente envolve o uso de chaves para indicar as
diferentes expressoes e os respectivos intervalos aos quais se aplicam.

Como exemplo, trazemos a Fun¢ao Modular:
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Figura 63 - Grdfico da fungdo modular.

2 . xz, sex >0
y =|lz| =
—x, sex <0
1
X
5 -5 -4 -3 -2 1 0 1 2 3 4 5 6

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).
E uma funcao definida por trés sentencas:

Figura 64 - Grdfico de uma funcdo definida em trés partes.

2 241, sex <1
Yy = 3, sel<x <3
20— 3, sex >3

-3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

6.6 Trigonometria

A seguir sdo abordados alguns topicos de Trigonometria, pois na segunda
sequéncia de atividades, destinada a alunos do 3° ano do Ensino Médio, constarao
problemas envolvendo Fung¢des Trigonométricas.
6.6.1 Razoes Trigonométricas para angulos agudos.

Considere o triangulo retangulo ABC da figura abaixo, em que um dos angulos

agudos tem medida a.
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Figura 65 - Tridngulo retdngulo

cateto oposto
ao angulo a

cateto adjacente ao angulo a

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

Chamamos de seno de a a razao entre o cateto oposto ao angulo « e a hipotenusa
do triangulo.

cateto oposto ao angulo «

sena = -
hipotenusa

Chamamos de cosseno de a a razdo entre o cateto oposto ao angulo a e a
hipotenusa do triangulo.

cateto adjacente ao angulo o
hipotenusa

Cos&x =

Chamamos de tangente de a a razdo entre o cateto oposto ao angulo a¢ e o cateto
adjacente ao angulo a.

__ cateto oposto ao angulo o
"~ cateto adjacente ao angulo o

tg o

Triangulos retangulos com angulos congruentes sdo semelhantes. Tridngulos
semelhantes possuem lados proporcionais, o que significa que a razao entre os lados
correspondentes serd sempre a mesma. Se, por exemplo, duplicarmos as medidas dos
lados de um tridngulo retangulo, as medidas dos angulos serdao mantidas, e as razoes
trigonométricas para um determinado dngulo permanecerao inalteradas.

Na figura a seguir temos os tridngulos retangulos semelhantes ABC e A'B’C’, de
modo que AB=c,BC =aeAC=be A'B =2c, B'C'=2ae A'C' =2b. Assim, ACB =

= A b
A'C'B' = a. Note que no tridngulo ABC temos: sena = g, cosa=-—e tga = %, e no

N "o 2c c b 2c c
tridngulo A'B’C’ temos: sena = —=—,cosa =—=-etga = —= -
2a a 2a a 2b b



Figura 66 - Tridngulos Retdngulos semelhantes.

B

2c

o

2b A

Fonte: Elaborado pelo autor (2025).
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Considerando as razdes trigonométricas ja definidas, vamos calcular os senos,

cossenos e tangentes dos arcos notaveis, que sao os arcos de 30°, 45° e 60°.

Vamos considerar um triangulo equilatero ABC de lado a. E importante observar

que este triangulo possui trés angulos de igual medida 60°. Tracando a altura CD = h,

dividimos o tridngulo equilatero em dois tridngulos retangulos congruentes: ADC e BDC.

Desta forma, CD é também bissetriz e mediana. Aplicando o Teorema de Pitagoras no

triangulo BDC, temos:

Figura 67 - Cdlculo da medida da altura de um tridngulo

equildtero.

C

sen 30° = cos 60° =

tg30° =

Sk

N|p N | Q
@

A=

@l

SR NTE
NI_H

«|%

-

CD? + DB? = B(C?

<:>h2+(%)2 = a®

2

onr=a-L
4Cl2— 2
& h? =

4

3a?

& h?=—
4

L 3a?
S h= |—
4

av3
h=—"

2

sen60° = cos30° =2 =22

o 2B 5
:—=L=—=\/3
DB g 1
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Vamos considerar um quadrado ABCD de lado a. E importante observar que este
quadrado possui quatro angulos de igual medida: 90°. Tracando a diagonal BD = d,
dividimos o quadrado em dois triangulos retangulos congruentes: ABD e BCD. Desta
forma, BD é também bissetriz. Aplicando o Teorema de Pitagoras no triangulo ABD, temos:
Figura 68 - Cdlculo da medida da diagonal de um quadrado. AB? + AD? = BD?

& a’+a? =d?

D a C
? & d? = 2a?
T\\45° y
45°\\ & d=+/2a?
\\ ed=aV2
a \d a
L Desta forma podemos calcular as razdes
A
‘\ A5 trigonométricas do arco de 45°:
157 4B 1 V2
u A o o a
& sen45°=cos45° =—s=—Fx==—=—
A a B BD a2 2 2
Fonte: Elaborado pelo autor (2024). AB a
tg 45° =—=-=1
AD a
Tabela dos Arcos Notaveis:
Seno Cosseno Tangente
1
30° - E ﬁ
2 2 3
45° E E 1
2 2
1
60° ﬁ - V3
2 2
6.6.2 Lei dos Senos Figura 69 - Tridngulo ABC e seu circulo circunscrito.

A Lei dos Senos diz que dado um
tridngulo qualquer ABC, em que AB = ¢, AC =
beBC =a eBAC = a,ABC=BeACB =y.
Entao:

a b c
sena senf  seny

Em outras palavras: em todo triangulo,
as medidas dos lados sdo proporcionais aos

senos dos angulos opostos, e a razao de

proporcionalidade é a medida do diametro do
circulo circunscrito ao triangulo. Fonte: Elaborado pelo autor (2024).
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6.6.3 Lei dos Cossenos

A Lei dos Cossenos diz que dado Figura 70 - Tridngulo qualquer ABC. B
um tridngulo qualquer ABC, em que
AB=c, AC=b e BC =a e BAC =q,
ABC =B eACB =y.

Entao:

a’ = b% + c? —2bc-cos a

b%? = a? + c? —2ac-cos B

c?=a’+b?*—2ab-cosy b

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

Dito de outra forma: em todo tridngulo, o quadrado da medida de um lado é igual
a soma dos quadrados das medidas dos outros lados, menos o dobro do produto destas
medidas pelo cosseno do angulo que eles formam.

Demonstracao: Vamos dividir a prova em dois casos: quando o triangulo é
acutangulo, ou quando o triangulo é obtusangulo.

12 caso: Seja ABC um tridngulo acutangulo. Seja CH = h a altura relativa a base AB.

Figura 71 - Tridngulo Acutdngulo

C

pu

TeR-=----

Fonte: Elaborado pelo autor (2025).

SejaAH = m,logo HB = ¢ — m. Como AHC e BHC sdo tridngulos retangulos, vamos
aplicar o Teorema de Pitagoras. Assim, m? + h? = b% e (¢ — m)? + h? = a?. Isso implica
que h? = b? —m? = a? — (¢ — m)?.Logo, b?> — m? = a? — ¢? + 2cm — m?, 0 que equivale

a: b2 =a?—c?+2cm, isto é a®?=b?+ c?—2cm. Lembramos que no tridngulo
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m

retangulo AHC temos cosa = = = L oque implica que m = b - cos a. Desta forma, a? =

Al

b? + c¢? — 2c - b - cosa, ou seja, a’* = b? + ¢? — 2bc * cos a.
22 caso: Seja ABC um tridngulo obtusangulo com BAC = @ > 90°.Seja CH = h a

altura relativa a base AB.

Figura 72 - Tridngulo Obtusdngulo

c+m

Fonte: Elaborado pelo autor (2025).

SejaHA = m,logo HB = ¢ + m.Como AHC e BHC sdo tridngulos retangulos, vamos
aplicar o Teorema de Pitagoras. Assim, m? + h? = b? e (¢ + m)? + h? = a?. Isso implica
que h? = b2 —m? = a? — (c + m)2.Logo, b?> — m? = a? — ¢? — 2cm — m?, o que equivale
a: b2 =a?—-c%?—-2cm, isto é a?=b?+c?+ 2cm. Lembramos que no tridngulo
retangulo AHC temos cos(180° — a) = % = %, o que implica que m = b - cos(180° — a).
Como a e 180° — a sdo arcos simétricos em relacdo ao eixo vertical, entdo cos(180° —
a) = —cosa. Assim, m = b (—cosa) = —b - cosa. Substituindo este valor de m na
equacdo a? = b? + ¢% + 2cm, temos a? = b? + ¢? + 2¢* (—b * cos @), 0 que é equivalente
a:a? = b% + ¢? — 2bc - cos a.

Observagdo: No caso em que a =90° a Lei dos Cossenos se resume

particularmente no Teorema de Pitagoras.

Figura 73 - Tridngulo Retdngulo.

c

(8]

&
A c B

Fonte: Elaborado pelo autor (2025).

Assim, a lei dos cossenos é valida para um triangulo qualquer.
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6.6.4 Formula Trigonométrica para a Area de um Triangulo

. n N Figura 74 - Tridngulo qualquer ABC.
Seja ABC um triangulo qualquer. Se sao

conhecidos dois lados (AC = beBC = a) e o

A

angulo formado entre eles (ACB = 6), entdio a area

do triangulo é dada por:

A=%-a-b-sen9.

C
Fonte: Elaborado pelo autor, (2024).

Demonstracao.
1° Caso: Seja ABC um tridngulo acutangulo. Seja AH = h a medida da altura relativa

a base BC.

Figura 75 - ABC é tridngulo acutdngulo.

A

Fonte: Elaborado pelo autor, (2025).
2° Caso: Seja ABC um triangulo obtusangulo com ACB > 90°.Seja AH = h amedida
da altura relativa a base BC. Como AHC é tridngulo retangulo, temos que sen 8 = % =2

logo, h = b - sen . Portanto, Apc =%-ﬁ-m=%-a-b-sen9.

Figura 76 - ABC é tridngulo obtusdngulo.

Fonte: Elaborado pelo autor, (2025).
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=%,logo,h=b-

Al

Como AHC é triangulo retangulo, temos que sen(180° — 8) =

sen(180° — 8). Como O e 180° — 6 sdo arcos simétricos em relacdo ao eixo vertical, entdo

sen(180° — @) = sen . Portanto,h = b - senf e A pc = %B_Cm = % a-b-senb.
No caso em que BAC = 90° temos que AC e BC sdo catetos, logo Aypc = % -BC -
AC =%-a-b =%-a-b-sen90°,jéquesen90° =1.
Assim, a formula A = % -a - b-sen 0 évalida para um triangulo qualquer.
Figura 77 - ABCD é um paralelogramo.
c Consequéncia 1: A area do

paralelogramo pode ser expressa pelo
produto das medidas de dois lados

consecutivos pelo seno do angulo formado

b B entre eles.

Fonte: Elaborado pelo autor (2024). A=a-b-sena
Se tracarmos a diagonal BD teremos que

ABCD é decomposto nos triangulos ABD e CDB, que sdao congruentes. Desta forma, temos:
A=2-(l-a-b-sena) =a-b-sena.
2

Figura 78 - ABCD é um losango. Consequéncia 2: A area do losango pode ser

c expressa pelo produto do quadrado da medida de seu

lado pelo seno de um de seus angulos.
A=a’ sena

Como o losango é um paralelogramo que possui

B os quatro lados congruentes, basta fazermos a = b na

Fonte: Elaborado pelo autor (2024). expressioA=a-b-sena=a-a-sena = a® - sena.

6.6.5 Medidas de Arcos e Angulos

Considere uma circunferéncia de centro O e dois pontos distintos, A e B, marcados
sobre ela. Assim ficam definidos dois arcos com extremidades em A e B: um arco sera
referente a parte assinalada na figura abaixo (o percurso mais curto entre A e B) e o outro
arco sera relativo a parte nao assinalada (o percurso mais longo entre A e B). Nessa

construcdo fica implicita a existéncia de um angulo central correspondente a cada arco
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tomado. Consideraremos que um arco tem a mesma medida de seu angulo central

correspondente.

Figura 79 - Arco AB definido na circunferéncia.

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).
Para medir um arco, devemos compara-lo a outro, de medida unitaria. Para isto,
utilizamos, por exemplo, os seguintes sistemas de medidas:

g 1 . N
Grau: um arco unitario de 1° (grau) corresponde a 360 de uma circunferéncia, isto

7

é, se dividirmos uma circunferéncia em 360 partes iguais, cada parte esta associada ao

angulo de 1° (grau).

Figura 80 - Detalhe de um circulo dividido em 360 partes.

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

Por definicdo, o angulo de uma volta completa é um angulo de 360°.
O grau admite submultiplos: minutos e segundos de forma que 1 grau = 60
minutos e 1 minuto = 60 segundos. Exemplo: 48°16°'28”, se 1é: quarenta e oito graus,

dezesseis minutos e vinte e oito segundos.
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Radiano: é um arco unitario cujo comprimento € igual ao raio r da circunferéncia

que contém o arco a ser medido.

Figura 81 - Arco cuja medida é 1 radiano.

jz 0,283184-r

Fonte: Elaborado pelo autor (2025).

Um arco de uma volta completa mede 27 radianos = 6,283184 rad, ou ainda

2mrad = 360° logo 1rad = 2= = == ~ 57,295779°.

Uma medida angular em radianos é uma grandeza adimensional, pois trata-se da
razao entre o comprimento do arco e o raio. As mesmas unidades no numerador e no
denominador se cancelam, produzindo uma quantidade sem unidade, isto é, um nimero
real. Por esta razdo raramente se usa o simbolo rad para expressar angulos em radianos.

Comprimento de um arco: dada uma circunferéncia de centro O e raio r sobre a
qual esta definido um arco AB cujo angulo central correspondente tem medida AOB = 6,

em radianos.

Figura 82 - Comprimento de um arco.

Fonte: Elaborado pelo autor (2025).
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Se £ é a medida do comprimento do arco AB, entdo:

£ 0 ~ £ 0
- - —— = —. Entdo, temos — = —e, portanto, ¥ = 6 - r.
Comprimento da circunferéncia 2 2nr 21

6.6.6 Ciclo Trigonométrico

Vamos considerar uma circunferéncia de raio unitario e de centro O. Vamos fixar
dois eixos perpendiculares entre si, passando por O: um eixo horizontal com sentido
positivo para a direita, e 0o outro eixo vertical, com sentido positivo para cima. Os
algarismos romanos especificam os quadrantes, que sdo as quatro partes em que o circulo
fica dividido. Vamos associar a cada numero real um ponto desta circunferéncia,
comegando pelo niimero zero, que serd associado ao ponto A que chamaremos de origem
dos arcos. A este sistema de eixos e circulo unitario orientado denominamos Ciclo
Trigonométrico. Vamos imaginar um ponto P se deslocando sobre esta circunferéncia no
sentido anti-horario, considerado positivo. Entao teremos o arco AP, com origem em A e

extremidade em P.

Figura 83 - Ciclo Trigonométrico e arco marcado no sentido anti-hordrio.

-

I v

Fonte: Elaborado pelo autor (2025).

Como o raio deste circulo é igual a 1, o comprimento da circunferéncia é 2m, o que
garante que a cada numero real x, com 0 < x < 2m, podemos associar uma posicao de P

sobre a circunferéncia. Assim, temos como exemplos os pontos B, C e D associados

. , . T 31
respectlvamente aos numeros reais E' mTe 7
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Figura 84 - Ciclo Trigonométrico: extremidades dos quadrantes.

Fonte: Elaborado pelo autor (2025).
Para qualquer outro valor de x > 2m, o ponto descreve um percurso (arco) no
sentido anti-horario, cujo comprimento é x, e na extremidade deste arco se marca o ponto

P como imagem do nimero x. Por exemplo, se desejamos marcar a imagem do nimero

real %n, entdo o ponto P descreve uma volta completa, 360° (2rr), mais um arco de 60° (g),

. . T T, A .
conforme imagem abaixo. Portanto os arcos S €3 tém a mesma extremidade P, quando

marcados no ciclo trigonométrico.

Figura 85 - Exemplo de um arco de mais de uma volta.

Fonte: Elaborado pelo autor (2025).

Para valores negativos de x, o percurso descreve um movimento de comprimento

|x| em sentido horario e, na extremidade deste percurso, marca-se o ponto P como
imagem de x. Por exemplo, se quisermos marcar a imagem do nimero real —7?”, entdo o
ponto P descreve um arco de 210° em sentido horario, o que é equivalente a descrever um
arco de 360° — 210° = 150° no sentido anti-horario. Portanto os arcos —%ﬂ e 5?” tém a

mesma extremidade P, quando marcados no ciclo trigonométrico.
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Figura 86 - Exemplo de arco negativo.

150°

Fonte: Elaborado pelo autor (2025).

Assim, de acordo com os exemplos apresentados, percebemos que cada nimero
real estd associado a um ponto P do ciclo trigonométrico, no entanto, um mesmo ponto P
do ciclo trigonométrico esta associado a mais de um ntimero real.

Em realidade, cada ponto P do ciclo trigonométrico estd associado a todos os
arcos de origem A e extremidade P, e estes arcos diferem apenas por um nimero inteiro
k de voltas. Assim temos que a expressio geral dos arcos AP é dada por: AP = x + 2k,
com k € Z, em que x é chamado primeira determinag¢ao positiva dos arcos AP, caso 0 <
x < 2m. Todos estes infinitos arcos que possuem a mesma origem e a mesma extremidade

no ciclo trigonométrico sdo ditos Arcos Congruos.

Figura 87 - O arco AP estd associado a uma familia de arcos congruos.

e o — 27 x r+2r x4+4m T+ 6T e

N ® @ @ ‘ @ @ )

Fonte: Elaborado pelo autor (2025).
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6.6.7 Simetrias no Ciclo Trigonométrico
1. Simetria em relagdo ao eixo vertical

Considere um ciclo trigonométrico e um ponto P do primeiro quadrante tal que AP = a.

—
Perceba que se P’ for o ponto simétrico de P em relagdo ao eixo vertical entdo AP’ = T — «,
pois os angulos centrais assinalados na figura sao congruentes. Logo os arcos com

extremidade em P’ tem expressao geral (m — a) + 2kn, k € Z.
Figura 88 - Arcos simétricos em relagdo ao eixo vertical

Fonte: Elaborado pelo autor (2025).

2. Simetria em relagdo ao eixo horizontal

. . . 7 . . . ~
Considere um ciclo trigonométrico e um ponto P do primeiro quadrante tal que AP = a.
~—
Perceba que se P’ for o ponto simétrico de P em relacao ao eixo horizontal entdo AP’ =
~—
2m — a, ou simplesmente AP’ = —q, pois os angulos centrais assinalados na figura sao

congruentes. Logo os arcos com extremidade em P’ tem expressao geral —a + 2km, k €
Z.

Figura 89 - Arcos simétricos em relagdo ao eixo horizontal.

Fonte: Elaborado pelo autor (2025).
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3. Simetria em relacdo ao centro

= - = 7 = = = —
Considere um ciclo trigonométrico e um ponto P do primeiro quadrante tal que AP = a.
—
Perceba que se P’ for o ponto simétrico de P em relacao centro entdo AP’ = m + a, pois os
angulos centrais assinalados na figura sao angulos opostos pelo vértice, logo sdo

congruentes. Desta forma, os arcos com extremidade em P’ tem expressao geral (7 + «) +
2kn, k € Z.

Figura 90 - Arcos simétricos em relagdo ao centro.

Fonte: Elaborado pelo autor (2025).

Na figura abaixo podemos observar trés familias de arcos notaveis simétricos. A

primeira familia é composta pelos arcos — (30°) (150°) (210°) ur

(330°). A
segunda familia é composta pelos arcos —- (45°) (135°) — (225°) eZ (315°) Aterceira

familia é composta pelos arcos — (60°) (120°) — (240 ) e (300°)

Figura 91 - Trés familias de arcos notdveis simétricos.

Fonte: Elaborado pelo autor (2025).



6.6.8 Fungdes Trigonométricas

6.6.8.1 Fungdo Seno

Figura 92 - Fungdo Seno

Fonte: Elaborado pelo autor (2025).
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Vamos considerar um ciclo trigonométrico de
centro O e origem A. Seja P inicialmente um ponto
qualquer do 1° quadrante tal que AOP = x . Seja Q a
projec¢do ortogonal de P sobre o eixo vertical.

Podemos notar que AOP e OPQ sio angulos

alternos internos e, portanto, sdo congruentes. Logo

SIS

o ~ 0Q  +~ .

OPQ =x. Entio senx=== TQ = 0Q. Assim,
denominamos senx a medida do segmento orientado
0Q. Desta forma, para encontrarmos o seno de um

angulo, devemos projetar ortogonalmente sua

extremidade P sobre o eixo vertical e medir a distancia entre essa projecao Q e o centro O

do ciclo, sempre considerando a orientagao do eixo (para cima).

Fazendo construcdes analogas para situacdes em que P esta localizado nos outros

quadrantes podemos chegar a conclusdo que: se P € 1°Q ou P € 2°Q entdo o segmento

0Q é orientado para cima, logo senx > 0, e se P € 3°Q ou P € 4°(Q), entdo o segmento 0Q

é orientado para baixo, logo senx < 0. Nos pontos da forma km, k € Z, o seno sera nulo,

ja que os pontos O e Q serdo coincidentes.

A fungdo f(x) = senx possui dominio D = R, pois ja vimos que a medida x do

angulo AOP nao possui restricdo alguma, ou seja, trata-se de um numero real qualquer.

Além disso, Como o segmento orientado OQ é sempre interno ao circulo unitario, a fungdo

f(x) = senx élimitada e seu conjunto imagem é Im = [—1; 1].

A funcdo seno é periddica de periodo p = 2.

Abaixo, temos um ciclo de seu grafico cartesiano representado no intervalo [0; 27].
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Figura 93 - Grdfico cartesiano da Senoide.
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Fonte: Elaborado pelo autor (2024).
6.6.8.2 Fung¢ao Cosseno
Figura 94 - Fungéo Cosseno. Vamos considerar um ciclo

i trigonométrico de centro O e origem A. Seja P

inicialmente um ponto qualquer do 1°
quadrante tal que AOP = x . Seja R a projecio
ortogonal de P sobre o eixo horizontal.

— %R _DR. Assim,

- Logo, cosx =

SISl
|

denominamos cosx a medida do segmento

orientado OR. Desta forma, para

encontrarmos o cosseno de um angulo,

devemos projetar ortogonalmente sua
Fonte: Elaborado pelo autor (2024). extremidade P sobre o eixo horizontal e medir
a distancia entre essa projecao R e o centro O do ciclo, sempre considerando a orientacao
do eixo (para a direita).

Fazendo construcdes andlogas para situacdes em que P esta localizado nos outros
quadrantes podemos chegar a conclusdo que: se P € 1°Q ou P € 4°Q entdo o segmento

OR é orientado para a direita, logo cosx > 0, e se P € 2°Q ou P € 3°Q, entdo o segmento

OR é orientado para a esquerda, logo cos x < 0. Nos pontos da forma g +kn, kE€EZ 0

cosseno serd nulo, ja que os pontos O e R serdo coincidentes.
A fungao f(x) = cosx possui dominio D = R e conjunto imagem Im = [—1; 1].
A funcdo cosseno é periddica de periodo p = 2.

Abaixo, temos um ciclo de seu grafico representado no intervalo [0; 27].
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Figura 95 - Grdfico cartesiano da Cossenoide.
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6.6.8.3 Fung¢do Tangente

Figura 96 - Fungdo Tangente

12 sSmi3 1imwié 2w

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

Figura 97 - Tridngulos Semelhantes no ciclo.

4
\_

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

tgx

Vamos considerar o eixo tangente como o
eixo perpendicular ao eixo horizontal que passa
pelo ponto A.

A funcdo f(x)=tgx ¢é definida
geometricamente da seguinte forma: considere um
ciclo trigonométrico de centro O e origem A. Seja P
um ponto qualquer do ciclo tal que AOP = x . Seja
T a intersec¢do do prolongamento de OP com o
eixo tangente. Vamos mostrar que tg x € a medida

do segmento orientado AT.

Marcando o ponto R, proje¢do ortogonal
de P sobre o eixo horizontal, temos que RP =
senx e que OR = cos x. Como os triangulos ORP

e OAT sao semelhantes (caso AA), temos que

RP AT , senx AT , .

— == , = —, 0 que é equivalente a
OR OA cosx 1

AT = tgx.

Desta forma, para encontrarmos a
tangente de um angulo, devemos prolongar o

raio OP até que interseccione o eixo das
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tangentes no ponto T e medir a distancia entre a origem dos arcos A e o ponto T de
intersec¢do, sempre considerando a orientacao do eixo (para cima).

Fazendo constru¢des analogas para situacdes em que P esta localizado nos outros
quadrantes podemos chegar a conclusao que: se P € 1°Q ou P € 3°Q entdo o segmento
AT é orientado para cima, logo tgx > 0, e se P € 2°Q ou P € 4°Q, entdo o segmento AT é

orientado para baixo, logo tg x < 0. Nos pontos da forma km, k € Z, a tangente serd nula,

ja que os pontos A e T serdo coincidentes. Nos pontos da forma g + km, k € Z a tangente

ndo esta definida, pois ndo existira o ponto T de intersecc¢do, ja que o raio OP sera vertical,

paralelo ao eixo das tangentes, e ndo ha interseccdo entre duas retas paralelas ndo
coincidentes. Assim, a fung¢do f(x) =tgx possui dominio D = {x € R|x+# g + km,
k € Z} e conjunto imagem Im = R.

A funcdo tangente é periddica de periodo p = 7.
Abaixo, temos dois ciclos de seu grafico cartesiano representado no intervalo
[0; 27].

Este grafico possui assintotas verticais nos pontos da forma x = % + km, k € Z.

Figura 98 - Grdfico cartesiano da Tangentoide.
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Fonte: Elaborado pelo autor (2024).
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Observagdo: Para um maior aprofundamento destes conteidos recomendamos a
leitura de alguns exemplares da colecao Fundamentos da Matematica Elementar, a saber:

lezzi e Murakami (2013), Dolce e Pompeo (2013) e lezzi (2013).
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7 Sequéncias Didaticas

Apresentamos aqui duas sequéncias didaticas. Ambas trazem um conjunto de
problemas geométricos relacionados as Areas de Figuras Planas. As construgdes
geométricas propostas incluem um ponto mdvel, ou seja, um ponto que percorre um
segmento, uma reta ou um circulo. O movimento desse ponto provoca transformagdes na
figura inicial. O objetivo principal é fazer com que o aluno investigue a variagdo da area
definida inicialmente e associe esta variacdo com uma func¢do real de variavel real.
Importante ressaltar que os proprios estudantes realizardo as constru¢des geométricas
propostas por meio do software GeoGebra, desenvolvendo assim um papel ativo e
participante.

Cada um dos problemas destas sequéncias segue o seguinte roteiro basico, com
poucas variagdes: (1) Apresentacdo do problema; (2) Construgdo geométrica; (3)
Perguntas norteadoras; (4) Construcao do grafico cartesiano, (5) Deducdo algébrica da
lei da fungdo e (6) Analise da funcao.

Cada problema é apresentado por meio de um enunciado textual, no qual sdo
definidas as caracteristicas geométricas da construgio. E também apresentada uma figura
que ilustra o problema a fim de tornar sua interpretagdo inicial mais imediata.

A construgdo geométrica segue o principio de “estabilidade sob acdo de
movimento”, em que a construcdo dos objetos geométricos estd relacionada as suas
propriedades. Assim, sdo utilizados pontos, retas, segmentos, retas perpendiculares e
paralelas, circulos etc. com o objetivo de auxiliarem a definir as caracteristicas da figura a
ser construida.

Depois de concluida a construcdo geométrica, sdo propostas perguntas sobre a
figura construida, de forma a incentivar o estudante a calcular sua area para valores
particulares da varidvel independente. Para realizar estes calculos, o estudante devera
relembrar os conhecimentos de Geometria Plana e/ou Trigonometria. Para que o aluno
possa compreender como se da variacao da area da figura proposta em fun¢do da medida
de um segmento cuja extremidade é movel, a segunda etapa da construgdo trata de
gerarmos um grafico cartesiano diretamente relacionado a figura construida. Para isto
devera ser criado um ponto mével P tal que sua abscissa seja a medida do segmento que
representa a variavel independente e sua ordenada seja o valor da area da figura a ser
estudada. Uma vez criado este ponto mével P, vamos habilitar o seu rastro, por meio do

comando do GeoGebra que permite a exibicao do caminho percorrido pelo ponto durante
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a acdo de movimento. Este rastro representa graficamente a relagdo entre variavel
dependente e variavel independente, isto €, trata-se do grafico cartesiano da funcdo que
modela o problema. A partir desta experiéncia e de acordo com o desenho descrito pelo
rastro do ponto movel P (grafico citado acima), espera-se que os estudantes utilizem seus
conhecimentos prévios para conjecturarem sobre o tipo de fun¢do que expressa a
variacdo da area a ser investigada. A seguir, novas perguntas sdo apresentadas ao
estudante, direcionando-o a deduzir a expressdo algébrica que representa a area da figura
proposta. Para isto, deverd recorrer aos mesmos procedimentos numericamente
utilizados em passo anterior. Agora se pede que em vez de um ndmero, utilize em seus
calculos a variavel x, que representa a medida do segmento com extremidade movel.
Finalizados os calculos, pede-se que o aluno reflita sobre o resultado alcan¢ado. A funcao
encontrada é condizente com o grafico cartesiano gerado pelo ponto P? Em caso
afirmativo, novas perguntas podem ser realizadas: quais sdo os conjuntos que
representam o dominio e aimagem da funcao encontrada? Essa fun¢do apresenta maximo
ou minimo? Como calcular estes pontos? Estes sdo exemplos de perguntas que podem
despertar o interesse do aluno no sentido de explorar o modelo grafico construido.

7.1. Primeira Sequéncia de atividades - para estudantes do 1° ano do Ensino Médio

Esta sequéncia é composta por um conjunto de nove problemas geométricos sobre
areas de figuras planas, todos eles resultando em fun¢des dos seguintes tipos: funcao
constante, fungdo afim, fungdo quadratica ou fungao de varias sentencas. Estas atividades
foram planejadas para estudantes do 1° ano do Ensino Médio.

Sugerimos que, durante a aplicacdo da sequéncia didatica, os nove problemas
sejam vistos na ordem em que aparecem, um apds o outro, pois eles seguem uma ordem
crescente de dificuldade. Sugere-se também que as questdes dentro de cada problema
sejam resolvidas na ordem em que aparecem; e que as constru¢des dentro de cada
problema sejam feitas pelo estudante, na ordem em que aparecem.

7.1.1. Problema n° 01.

Objetivos de aprendizagem:

e Reconhecer propriedades de retangulos e tridngulos a partir de suas defini¢des e
caracteristicas.
o Utilizar software de geometria dinamica para construir e analisar figuras

geométricas planas.
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o Resolver situagdes-problema que envolvam conhecimentos geométricos sobre
areas de retangulos e triangulos.

e Resolver situacdao-problema envolvendo a varia¢do de grandezas.

o Identificar representagdes algébricas que expressem a relacdo entre grandezas.

o Identificar e representar graficamente a fun¢do constante no plano cartesiano.

Duragao: 2 horas/aula.

Problema n°® 01: Construir um retingulo de dimensdes 4 e 3 unidades de
comprimento. Marcar um ponto arbitrdrio em um dos lados maiores. Determinar a drea
do tridngulo cujos vértices sdo o ponto arbitrdrio e as extremidades do lado oposto do

retangulo.

Figura 99 - llustragdo do Problema n® 01.

D E C

A B
-5 -4 -3 -2 -1

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

Construgao: 12 etapa

Por um ponto A tracamos duas retas perpendiculares entre si. Tracamos um
circulo de centro A e raio medindo 4 unidades. Marcamos o ponto B em uma das
interseccoes deste circulo com uma das perpendiculares. Por B tracamos uma
perpendicular ao segmento AB. Tracamos um circulo de centro B e raio medindo 3
unidades. Marcamos o ponto C em uma das intersec¢des deste circulo com a udltima
perpendicular tracada. Por C tracamos uma perpendicular ao segmento BC e marcamos o
ponto D de interseccdo entre esta perpendicular e a perpendicular ao segmento AB que
passa por A. Assim, ABCD é um retangulo. Marcamos um ponto E arbitrario sobre CD e
tracamos os lados do triangulo AEB, do qual queremos investigar a variacdo da area em

funcao da medida do segmento DE.
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Figura 100 - Construgdo geométrica do Problema n® 01.

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

Questdes propostas:

1. Calcule a area do retangulo ABCD.

2. Caso o ponto E coincida com o ponto médio de CD, como classificamos o
triangulo ABE em relagdo aos lados?

3. Caso o ponto E coincida com o ponto C, ou com o ponto D, como classificamos o
triangulo ABE em rela¢do aos angulos?

As respostas esperadas para estas questoes sao:

1. A area do retangulo ABCD é dada por: Aggcp = AB - BC = 4 -3 = 12 unidades
quadradas.

2. Caso E coincida com o ponto médio de CD, temos que CE = ED e assim os
triangulos ADE e BCE sao congruentes pelo caso LAL. Portanto, AE = BE e
assim, o tridngulo ABE é isosceles.

3. Caso E coincida com C, temos que BE L AB. Caso E coincida com D, temos que
AE 1 AB. Nos dois casos temos que ABE é um triangulo retangulo.

Construgao: 22 etapa.

Pretendemos construir um grafico cartesiano que represente a variagcdo da area do

triangulo ABE em funcao da medida do segmento DE. Este grafico sera relacionado a
figura construida na 12 etapa. Para isto, digitamos no campo de entrada as coordenadas

de um ponto P mével, tal que a abscissa de P é igual a medida do segmento DE (Figura
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100), e a ordenada de P é igual a medida da area do triangulo ABE. Ao movimentarmos o
ponto E sobre o segmento DC, o aluno podera perceber que o ponto P descreve uma
trajetdria horizontal, o que sugere que a area do triangulo nao varia, independentemente

da escolha do ponto E sobre o segmento DC.
Figura 101 - Construgdo do grdfico dindmico do Problema n? 01.

7
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Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

Questoes propostas:

4. Sendo ABCD um retangulo, e sendo E um ponto sobre DC, mostre que a area do
triangulo ABE ndo varia, independentemente da escolha do ponto E.

5. Considerando DE = x e a fungdo f(x) = Augg, determine o dominio e o
conjunto imagem desta funcao.

As solugdes esperadas sao:

4. Pode-se tracar a altura EH relativa ao lado AB e analisar o seu comprimento.

Figura 102 - Tragado Auxiliar da altura do tridngulo ABE.

D E C

4

S AN

A
6 5 -4 -3 -2 -1
Fonte: Elaborado pelo autor (2024).
Como AHED é um retangulo, os lados opostos EH e AD sdo congruentes, logo,

EH = 3 unidades, independentemente da posicdo escolhida para o ponto E.
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Outro argumento que poderia ser utilizado é que a distancia entre retas
paralelas é sempre constante, e AB e CD sdo segmentos paralelos, logo, como

EH é uma altura, temos EH 1 AB, e consequentemente, EH L CD, assim, EH =

3 unidades. Assim A pp = =—= % = 6 unidades quadradas.

5. O aluno deve perceber que f(x) = Aygz = 6 € uma funcido constante, isto é,
seus valores independem da medida x. Dessa forma, o dominio é o conjunto dos
possiveis valores de x = DE, isto é, D(f) = [0;4] e o conjunto imagem é um

conjunto unitario Im(f) = {6}.

7.1.2. Problema n° 02.

Objetivos de aprendizagem:

e Reconhecer propriedades de retangulos e triangulos a partir de suas defini¢cdes e
caracteristicas.

o Utilizar software de geometria dindmica para construir e analisar figuras
geométricas planas.

o Resolver situagdes-problema que envolvam conhecimentos geométricos sobre
areas de retangulos e triangulos.

e Compreender e aplicar conceitos de proporcionalidade em figuras semelhantes.

o Resolver situagdo-problema envolvendo a variagdo de grandezas.

o Identificar representacdes algébricas que expressem a relacdo entre grandezas.

o Identificar e representar graficamente a fun¢do constante no plano cartesiano.

Duracgao: 2 horas/aula.

Problema n° 02: Construir um retidngulo cujos lados tém medidas 5 e 4 unidades
de comprimento. Por um ponto arbitrdrio de um dos lados menores, tracar uma reta
perpendicular a este lado, reta esta que dividird o retangulo inicial em dois retingulos
cujas diagonais serdo tracadas. Determinar a drea do quadrildtero que é limitado pelas

quatro diagonais.
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Figura 103 - llustragdo do Problema n® 02.
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Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

Construgao: 12 Etapa.

Por um ponto A construimos duas retas perpendiculares entre si, retas estas que
serdo retas suporte de dois lados do retangulo. Tragamos um circulo de centro A e raio
medindo 5 unidades e marcamos o ponto B, que é intersec¢ao deste circulo com uma das
retas. Agora tracamos um novo circulo, com centro em B e raio medindo 4 unidades. Por
B tracamos uma nova reta, que é perpendicular a AB e interseccionara o circulo menor em
C. Por fim, tragamos por C uma perpendicular a BC, que interseccionara a primeira reta
em D. Unindo os vértices A, B, C e D, temos o retangulo procurado. Marcamos um ponto E
qualquer sobre o segmento BC. Por E tracamos uma reta perpendicular a BC, que
interseccionara o lado AD no ponto F. Tracamos as diagonais AE, BF, CF e DE. Marcamos
os pontos G e H de intersecc¢ao dos pares de diagonais dos retangulos ABEF e ECDF. Assim

temos o quadrilatero procurado, de vértices EGFH.

Figura 104 - Construgdo geométrica do problema n® 02.
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Fonte: Elaborado pelo autor (2024).
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Algumas questdes sdo propostas:

1. Qual a area do retangulo ABCD?

2. Supondo que BE = 1 unidade, qual a area do quadrilatero EHFG?
As solugdes esperadas sao:

1. Pode-se empregar a formula da area do retangulo: A = b - h, onde b é a medida
da base e h é a medida da altura. Assim, A = 5 - 4 = 20 unidades quadradas.

2. Pode-se dividir o quadrilatero EHGF em dois triangulos: EGF e EHE. Ambos com
mesma base EF = 4 unidades. Resta entdo calcular as alturas destes tridngulos
em relacdo a base EF. Estamos partindo do principio de que, em um retangulo, as
diagonais sdo congruentes e interceptam-se em seu ponto médio. Portanto EG =
GD =CG=GFe EH=HA=BH =HF. Como EGF e EHF sdo tridngulos
isosceles as alturas relativas a base EF serdo também medianas. Logo, se I é ponto
médio de EF entdo GI e HI sdo as alturas procuradas. Temos as semelhancas dos
triangulos: CEF~GIF e BEF~HIF. Logo:

CE _ EF 3 GI BE _ EF 1 HI 1

3
_—— = GI =-e = = == — = HI =
GI IF 5 2,5 2 HI IF 5 2,5 2

Figura 105 - Solugdo particular, considerando BE = 1 unidade.
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Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

. EFGI _ 5
Assim, Agqr = =

1
15 EFHI _5; 5
=-e Apyr = = 72 =76 finalmente:

2|
N | W

> |

Agcry = Aggr + Appr = 14—5 + % = ? = 5 unidades quadradas.

Construcao: 22 Etapa.
Desejamos investigar a variagdo da area do quadrilatero EHFG em funcao do
comprimento do segmento BE. Para isto, criamos um ponto movel de coordenadas P =

(k,q1), em que k é a medida do segmento BE e g1 é o valor da area do quadrilatero EHFG,
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variaveis estas que foram atribuidas pelo préprio software quando da criagdo dos objetos.

Selecionamos o ponto P e com a ferramenta “Habilitar rastro” passamos a exibir as

sucessivas posi¢des de P quando o ponto E é movimentado sobre o segmento BC.

Figura 106 - Construgdo do grdfico dindmico do problema n? 02.
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Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

Novas questdes sao propostas:

Considerando BE = x, calcule a area do quadrilatero EHFG em funcao de x.

Escreva o Dominio e o Conjunto Imagem da fung¢do encontrada no item anterior.

Descreva a interpretacdo sobre a variacdo da area de EHFG que o modelo

encontrado fornece.

As solugdes esperadas sao:

3. Deve-se fazer a deducdo de uma férmula para a area procurada. Para isso, o

estudante devera refazer os mesmos passos da questao n° 2, porém utilizando a
incognita x que representa a medida do segmento BE. Assim, temos as

semelhancas dos tridngulos: BEF~HIF e CEF ~GIF.

HI

BE EF x —  x CE EF 4—x GI —— 4
LOgO::::>—:—:> H == —-== =5 —=— = I =—
H IF 5 2,5 2 GI IF 5 2,5 2
EFHI 5> s EFGI 5=  20-5
. . > X . — —oX .
Assim, A = =—2="1rc A = =—2 = e, finalmente
» AEHF > 2 2 EGF 2 2 4 ’ '
5x 20-5x 20

+

Aggrn = Apur + Aper = = - = 5 unidades quadradas.

4

O aluno deve refletir sobre os valores do dominio e do conjunto imagem da
funcio encontrada. Considerando a fun¢do f(x) = 5. Como x = BE < BC = 4

unidades, temos: D(f) = [0; 4] e Im(f) = {5}.
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5. Oaluno deve fazer a interpretacdo do modelo encontrado. A fungdo f(x) = 5 nio
depende da variavel x, e é denominada fung¢ao constante justamente pelo fato de
que todas as imagens apresentam o mesmo valor, independentemente do valor
do dominio escolhido. Dessa forma, conclui-se que a drea do quadrilatero EGFH
ndo varia, pois para qualquer valor de BE = x escolhido, temos sempre que

Agcrn = 5.

7.1.3. Problema n° 03.

Objetivos de aprendizagem:

e Reconhecer propriedades de quadrados e triangulos a partir de suas defini¢des e
caracteristicas.

o Utilizar software de geometria dindmica para construir e analisar figuras
geométricas planas.

e Resolver situacdes-problema que envolvam conhecimentos geométricos sobre
areas de quadrados e triangulos.

o Compreender e aplicar conceitos de congruéncia em figuras simétricas.

o Resolver situagdo-problema envolvendo a variagdo de grandezas.

o Identificar representacdes algébricas que expressem a relacdo entre grandezas.

o Identificar e representar graficamente a fungdo linear no plano cartesiano.

Duracao: 2 horas/aula.

Problema n°® 03: Construir um quadrado ABCD cujos lados medem 2 unidades de
comprimento. Marcar um ponto arbitrdrio E do lado AB, e determinar o ponto F sobre o
lado AD, tal que AE = AF. Determinar a drea do quadrildtero AECF, em funcdo da medida
de AE.

Figura 107 - llustragdo do problema n? 03.

c

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).
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Construgao: 12 Etapa.

Tracamos duas retas perpendiculares entre si, ambas passando por um ponto A.
Tragcamos um circulo de centro A e raio medindo 2 unidades e marcamos um ponto B de
interseccdo deste circulo com uma das retas anteriores. Pelo ponto B, tragamos uma reta
perpendicular ao segmento AB e, com centro em B e raio medindo 2 unidades tragamos
outro circulo. Marcamos um ponto C de interseccdo desta perpendicular com o ultimo
circulo e, por este ponto, tragamos uma perpendicular ao segmento BC. Marcamos o ponto
D de intersecc¢do desta perpendicular com a perpendicular ao segmento AB e que passa
por A. Assim temos o quadrado ABCD construido. Marcamos agora um ponto E qualquer
sobre o segmento AB. Tracamos um circulo de centro A e raio AE e marcamos o ponto F

de intersecc¢do deste circulo com o lado AD. Assim fica determinado o quadrilatero AECF.

Figura 108 - Construgdo geométrica do problema n? 03.

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

Algumas questoes:

1. Qual a area do quadrado ABCD?

2. Considerando AE = 1 unidade, calcule a area do quadrilatero AECF.

As solugdes esperadas sao:

1. Pode-se utilizar a formula A = #2 = 22 = 4 unidades quadradas.

2. O estudante deve perceber que o quadrilatero é simétrico, isto é, a diagonal AC é

um eixo de simetria e os tridangulos AFC e AEC sdo congruentes (caso LAL),
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AE-B_C)
2

portanto Ape = Apc € Agper = 2+ Agpe. Segue daf que Aypep = 2 - ( =2.

(12—2) = 2 unidades quadradas.

Figura 109 - Solugdo particular, para AE = 1 unidade.

D 2 C

A 1 E B
-3 -2 -1
Fonte: Elaborado pelo autor (2024).
Construgao: 22 Etapa.
Para gerar o grafico cartesiano que representa a variacao da area de AECF, criamos o
ponto movel P = (j,ql), em que AE =j e Aygcr = ql. Habilitando o rasto do ponto P,
temos o resultado apresentado abaixo.

Figura 110 - Construgdo do grdfico dindmico do problema n® 03.

y

-3 -2 -1 0 1 2
Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

Algumas questoes:

3. Considerando AE = x, obtenha a expressdo da area do quadrilatero AECF em
funcao de x.

4, Escreva o dominio e o conjunto imagem desta fungao.

Qual é o tipo de fun¢do encontrada neste problema?
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As solugdes esperadas sao:

3. O estudante deve seguir o mesmo raciocinio utilizado na questdo n°2, e sendo

AE = x, entdo Appcp = 2 - (Eéﬁ) =2- (x?z) = 2x.
4. Sabe-se que x pode assumir qualquer valor real entre 0 e a medida do lado AB do
quadrado ABCD. Assim, temos o dominio D(f) = [0, 2] e aimagem Im(f) = [0, 4].
5. Afuncdo encontrada neste problema é do tipo linear, um caso particular da fungao

afim f(x) = ax + b, quando b = 0.

7.1.4. Problema n° 04.

Objetivos de aprendizagem:

e Reconhecer propriedades de quadrados e triangulos a partir de suas defini¢des e
caracteristicas.

o Utilizar software de geometria dindmica para construir e analisar figuras
geométricas planas.

e Resolver situacdes-problema que envolvam conhecimentos geométricos sobre
areas de quadrados e triangulos.

o Compreender e aplicar conceitos de congruéncia em figuras simétricas.

o Compreender e aplicar conceitos de proporcionalidade em figuras semelhantes.

e Resolver situacdo-problema envolvendo a varia¢do de grandezas.

o Identificar representacdes algébricas que expressem a relacdo entre grandezas.

o Identificar e representar graficamente a fun¢do afim no plano cartesiano.

Duracao: 2 horas/aula.

Problema n°® 04: Construir um quadrado ABCD cujos lados medem 2 unidades de
comprimento. Por um ponto arbitrdrio F da diagonal AC, tracar os segmentos ED e EB, e
seus pontos médios, F e G, respectivamente. Determinar a drea do quadrilatero EGCF, em

funcdo da medida de AF.
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Figura 111 - llustragdo do problema n° 04.

25

05
-35 -3 -25 -2 -1.5 -1 -05

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).
Construgao: 12 Etapa.
Construimos o quadrado ABCD exatamente como no problema anterior. Tragamos
agora a diagonal AC e marcamos sobre ela um ponto qualquer E. Tragcamos os segmentos
AE, DE e EB e, destes dois ultimos, marcamos os seus respectivos pontos médios, F e G.

Assim fica determinado o quadrilatero EGCF.

Figura 112 - Construgdo geométrica do problema n® 04.

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

Algumas questdes sdo propostas:
1. Qual a area do quadrado ABCD?
2. Qual a medida da diagonal AC?

3. Qual a distancia entre os pontos F e G?
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4. Supondo que AE = g unidades, qual a area do quadrilatero EFCG?

As solugdes esperadas sao:

1. Pode-se utilizar a formula A = 2 = 22 = 4 unidades quadradas.

2. Aplica-se o Teorema de Pitagoras. Assim, AC? = AB? + BC? = 22 + 22 = 8, logo
AC = /8 = 2+/2 unidades.

_ﬁ_
===

S

3. Aplica-se a semelhanca de tridngulos: DEB~FEG (caso LAL). Assim

56 = % e, portanto, FG = % BD = % 2v/2 = /2. Observe que a medida de FG nio
E.

EB

depende da escolha do ponto

Figura 113 - Tridngulos semelhantes presentes na construgdo.

D C

A B
Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

4. Divide-se a area de EFCG em dois triangulos: EFC e EGC, ambos de base EC = AC —

VZ _ 32

AE = 22 — — = —". Podemos mostrar que ED = EB, ja que AED = AEB (caso

LAL). Dai segue que EF = EG e assim temos EFC = EGC (caso LAL). Como FG ||

BD e BD L AC, entdo FG L AC. Isso implica que as alturas dos tridngulos EFC e

. N A ., FG 2 ; ;
EGC, ambas relativas a base EC, tém medida - = \/2—_ Dai concluimos que Agpce =

VRN
2 e =2-(52) =22

= %unidades quadradas.

Construgao: 22 etapa.

Com o objetivo de gerar um grafico cartesiano de uma fungdo que represente a
variacdo da area do quadrilatero EFCG, criamos um ponto cujas coordenadas sao: P =
(p,q1), em que AE = p e Agrcc = q4- Habilitando o rastro de P e movimentando o ponto

E sobre AC, é possivel observar que P percorre o trajeto ilustrado a seguir.



7.

122

Figura 114 - Construgdo do grdfico dindmico do problema n? 04.
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Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

Mais questodes sao propostas:
Considerando AE = x, calcule a drea do quadrilatero EFCG em funcdo de x.
Escreva o dominio e o conjunto imagem desta fungao.
Escreva os valores maximo e minimo desta funcao.
As solugdes esperadas sao:
Utiliza-se os mesmos principios utilizados na questdo n° 4, considerando que se
AE = x entio EC = 2v2 —x. Ja foi mostrado que FG =+2 é uma medida

invariante em relacao ao movimento do ponto E. Isso implica que as alturas dos

tridngulos EFC e EGC, ambas relativas a base EC, tém medida — = —.

G2
2 2

(V2-%)F\_(@E-x)vI_ 2
2 - 2 —eT A

Agrce = 2 Agpc = 2+

Considera-se que os possiveis valores de x variam de 0 (E = A), até 2v2, (E = ().
Assim, D(f) = [O; 2\/7] Analisando o grafico, temos que Im(f) = [0; 2].

O valor maximo de f é 2 e o valor minimo de f é 0.

7.1.5. Problema n° 05.

Objetivos de aprendizagem:
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e Reconhecer propriedades de quadrados a partir de suas definicoes e
caracteristicas.

o Utilizar software de geometria dindmica para construir e analisar figuras
geométricas planas.

e Resolver situacdes-problema que envolvam conhecimentos geométricos sobre
areas de quadrados.

e Resolver situacdao-problema envolvendo a varia¢do de grandezas.

o Identificar representagdes algébricas que expressem a relacdo entre grandezas.

o Identificar e representar graficamente a fun¢do quadratica no plano cartesiano.

e Explorar o comportamento da fun¢do quadratica (crescimento, decrescimento,
maximo ou minimo).

Duracao: 2 horas/aula.

Problema n° 05: Construir um quadrado ABCD cujos lados medem 3 unidades de
comprimento. Marcar um ponto E arbitrdrio no segmento AB. Construir o quadrado AEGF,
tal que F € AD. Prolongar EG até obter o ponto de interseccdo I com o lado CD e prolongar
FG até obter o ponto de interseccao H com o lado BC. Determinar a soma das dreas de

AEGF e GHCI em funcdo da medida do segmento AE.

Figura 115 - llustragdo do problema n? 05.

D | C

A
-4 -3 -2 -1

E B

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).
Construgao: 12 Etapa.
Construimos o quadrado ABCD tal como fizemos no problema n° 03 com a tnica
diferenca que os circulos centrados em A e B agora possuem raio medindo 3 unidades,
pois desejamos neste caso que o quadrado tenha essa medida para o lado. Marcamos um

ponto E qualquer sobre o segmento AB. Construimos um circulo de centro A passando
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pelo ponto E. Marcamos o ponto de interseccao F deste circulo com o segmento AD. Por E
tragamos uma reta perpendicular a AB e por F tracamos uma reta perpendicular a AD.
Marcamos o ponto G de interseccdo destas duas perpendiculares. Além disso marcamos
os pontos de interseccdo H e I, tais que FGNBC = {H} e EGNCD = {I}. Assim, ficam

determinados os quadriladteros AEGF e GHCI, como ilustra a figura abaixo.

Figura 116 - Construgdo geométrica do problema n® 05.
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Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

Sao propostas as seguintes questoes:

1. Qual aarea do quadrado ABCD?

2. Mostre que GHCI é também um quadrado.

3. Considerando AE = 2 unidades, calcule a soma das areas dos quadrados AEGF
e GHCL

4. 0 queocorre com a soma das areas dos quadrados AEGF e GHCI quando o ponto
E coincide com o ponto A? E quando o ponto E coincide com o ponto B?

As solucdes esperadas sao:

1. A = #? = 32 = 9 unidades quadradas.

2. Por construcdo, as perpendiculares tracadas garantem que GHC e CIG sido
angulos retos. Como HCI = BCD = 90° (angulo interno do quadrado ABCD),
entdo necessariamente /GH também é angulo reto. Assim, GHCI é retangulo.
Analisando agora as medidas dos lados deste retidngulo: Temos que AE = FG =
DI = x e, portanto, EB = GH = IC = 3 — x. Analogamente AF = EG = BH = x
implica em FD = GI = CH = 3 — x. Como GH = IC = GI = CH, entdo GHCI é
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losango. Dai segue que GHCI é simultaneamente retangulo e losango, portanto
GHCI é quadrado.
3. Como AE =2, AEGF é um quadrado de 4rea Auzgr = 22 = 4 unidades
quadradas. Dai segue que GHCI é um quadrado cujo lado mede 1 unidade.
Assim, Agyce; = 12 =1 unidade quadrada. Logo, Aypgr + Aguer =4+ 1=5
unidades quadradas.
4. Quando o ponto E coincide com o ponto A, o quadrado AEGF degenera-se em
um Unico ponto. Assim sua area é nula. O quadrado GHCI coincide com o
quadrado ABCD, logo sua area é 9 unidades quadradas. Assim, Aggcr + Agrcr =
0 + 9 = 9 unidades quadradas. Quando o ponto E coincide com o ponto B, o
quadrado AEGF coincide com o quadrado ABCD, logo sua area é 9 unidades
quadradas. O quadrado GHCI degenera-se em um dnico ponto. Assim sua area
é nula. Logo, Agger + Agucr = 9 + 0 = 9 unidades quadradas.
Construgao: 22 Etapa.
Criamos um ponto moével P e atribuimos as suas coordenadas (x,y) os valores
(q,q1 + q2) em que q representa a medida do segmento AE e q1 e g2 sdo as areas dos
quadrados AEGF e GHCI, respectivamente. Movimentando o ponto E sobre AB, é
perceptivel o movimento parabdlico do ponto P. Habilitando-se o rastro deste ponto os
alunos podem intuir que a curva desenhada é uma parabola com concavidade para cima,

como na figura abaixo.

Figura 117 - Construgdo do grdfico dindmico do problema n® 05.
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S

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).
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Mais algumas questdes sdo propostas:

5. Calcular a soma das areas dos quadrados AEGF e GHCI em fun¢do da medida x
do segmento AE.

6. Qual é o valor de x que minimiza a soma das areas de AEGF e GHCI e qual o valor
minimo desta soma?

7. Sendo f(x) a funcdo que representa a soma das areas de AEGF e GHCI,
determine o dominio e a imagem desta fungao.

Algumas possiveis respostas:

5. Como olado do quadrado AEGF mede x, e como o lado do quadrado ABCD mede
3, entdo o lado do quadrado GHCI é dado por 3 — x. Assim a soma das areas dos
quadrados AEGF e GHCI é dada por:

Apper Y Aguar = x2+ (3 —x)2=x*+9—6x+x%=2x*—-6x+9.
Isto é, a funcdo que modela este problema é do tipo quadratica.

6. Para determinar as coordenadas do ponto que minimiza a soma das areas é

necessario determinar as coordenadas do vértice desta parabola, a saber:

w=-—=-2=2 yV=2-G)2—6-G)+9=§—9+9=§. Isto §,
quando AE = 1,5 unidades, a soma das areas atinge seu valor minimo de 4,5
unidades quadradas. Portanto, quando o ponto E esta situado no ponto médio
de AB, os quadrados AEGF e GHCI sdo congruentes e a soma de suas areas €
minima.

7. Os possiveis valores de x = AE variam de 0 até 3, logo, o dominio é D(f) =

[0; 3] e 0 conjunto imagem é Im(f) = B, 9].

7.1.6. Problema n° 06

Objetivos de aprendizagem:

e Reconhecer propriedades de quadrados e triangulos a partir de suas defini¢des e
caracteristicas.

o Utilizar software de geometria dinamica para construir e analisar figuras
geométricas planas.

e Resolver situa¢des-problema que envolvam conhecimentos geométricos sobre
areas de quadrados e triangulos.

e Compreender e aplicar conceitos de congruéncia em figuras simétricas.
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o Resolver situagdo-problema envolvendo a variagdo de grandezas.

o Identificar representacdes algébricas que expressem a relacdo entre grandezas.

o Identificar e representar graficamente a fun¢do quadratica no plano cartesiano.

o Explorar o comportamento da fung¢do quadratica (crescimento, decrescimento,
maximo ou minimo).

Duracdo: 2 horas/aula.

Problema n°® 06: Construir um quadrado ABCD com lado medindo 2 unidades e
marcar os pontosE,F,G eH, comE € AB,F € BC,G € CD eH € DA, de maneira tal que
AE = BF = CG = DH, conforme figura abaixo.

Figura 118 - llustragdo do problema n® 06.

D G C

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

Construgao: 12 Etapa.

A construcao do quadrado ABCD se da de forma idéntica a construcao feita no
problema n° 03. Sobre o segmento AB marcamos um ponto E arbitrario. Com a ferramenta
“Compasso”, clicamos nos pontos A e E e criamos circulos de centros B, C e D, todos
congruentes, e cuja medida do raio é igual a medida do segmento AE. Desta forma, se
movimentarmos E sobre AB percebemos a alteracdo simultanea nas dimensdes destes
trés dltimos circulos. Marcamos o ponto F de interseccao do circulo centrado em B com o
segmento BC. Marcamos o ponto G de intersec¢do do circulo centrado em C com o
segmento CD. Marcamos o ponto H de intersec¢do do circulo centrado em D com o
segmento DA. Tracando os segmentos EF, FG, GH e HE, fica determinado o quadrilatero

EFGH.
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Figura 119 - Construgdo geométrica do problema n° 06.
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Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

Sao apresentadas algumas questoes:

1. Mostre que o quadrilatero EFGH é um quadrado.

2. Calcule a 4rea do quadrado EFGH considerando que AE = 0,5 unidades.
3. Qual a area de EFGH quando E coincide com o ponto A? E com o ponto B?
As solugdes esperadas sao:

1. Como AE = BF = CG = DH = x, segue que EB=FC =GD =HA=2—x.E,
como os quatro triangulos sdo retangulos, logo sao congruentes pelo caso LAL.
Dai conclui-se que EF = FG = GH = HE. Logo EFGH é um losango. Destas
congruéncias também deduzimos que AHE = BEF =CFG=DGH=a e
AEH = BFE = CGF = DHG = B. Cada angulo interno do quadrilatero EFGH
tem medida 180° — a — 8. Como a + [ = 90°, entdo cada dngulo interno mede
90°. Portanto, EFGH é também um retangulo e, consequentemente, um
quadrado.
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Figura 120 - Tridngulos congruentes presentes na construgdo.

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

2. SeAE =0,5= %, entio EB=2-0,5=1,5= ; Assim, temos: Ajpy = Agrg =

= % Entﬁo: AEFGH = AABCD - 4 " AAEH = 22 - 4’ g = 4’ -

N | =
N wo

Acer = Apue =

~ |

3 5 .
=3 unidades quadradas.

Outra maneira de encontrarmos este resultado seria aplicando o Teorema de
Pitagoras no tridngulo AEH, por exemplo. Assim temos EH? = AE? + AH? =

N2 (3\% 1,9 10 5 . . .
7)) t3) =173 unidades quadradas, que é o valor da area

procurada.
3. Quando E coincide com o ponto A temos que os quadrados EFGH e ABCD sdo
coincidentes. Quando E coincide com o ponto B, temos que os quadrados EFGH
e BCDA sdo coincidentes. Portanto, nestas duas situagdes temos a area maxima
que é igual a 22 = 4 unidades quadradas.
Construcao: 22 Etapa.
Para investigarmos a variacdo da area de EFGH em fun¢do da medida x do
segmento AE, criamos o ponto P cuja abscissa x é a distancia entre os pontos A e E, e cuja
ordenada € igual a area de EFGH. Movimentando o ponto E sobre o segmento AB, obtemos

o grafico que é resultado da trajetoria do ponto P no plano.
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Figura 121 - Construgdo do grdfico dindmico do problema n? 06.

y

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

Mais algumas questoes:

4. Considerando AE = x, determine uma expressdo para a area do quadrado
EFGH.

5. Determine as coordenadas do ponto P que minimizam a area de EFGH.

6. Escreva o dominio e o conjunto imagem da fungdo f(x) = Agpgu-

Algumas possibilidades de respostas:

4. Para deduzir a expressdao da area do quadrilatero EFGH pode-se operar por
meio de uma decomposicao de areas, isto é, pode-se subtrair da area do

quadrado ABCD as areas dos triangulos congruentes AEH, BFE, CGF e DHG.

Figura 122 - Decomposi¢cdo do quadrado ABCD.

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).
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Portanto, fazendo a dedugdo algébrica, temos:

Agreu = Aapep — (Aagn + Apre + Acre + Aper)

x-(2—x)
Agren = 2° —4'<T>

Aprey =4 —2-(2x —x%)
AEFGH = sz - 4‘x + 4

5. Sobre o ponto que minimiza esta fungao, é esperado o calculo das coordenadas

do vértice: xvz—%z—%zl e yy=2-12—4-1+4=2. Assim, os

alunos podem constatar que a area do quadrado EFGH é minima quando o
ponto E esta situado sobre o ponto médio de AB.

6. O dominio é D(f) = [0; 2] e o conjunto imagem é Im(f) = [2; 4].

7.1.7. Problema n° 07

Objetivos de aprendizagem:

e Reconhecer propriedades de retangulos e quadrados a partir de suas defini¢cdes e
caracteristicas.

o Utilizar softwares de geometria dinamica para construir e analisar figuras
geométricas planas.

o Resolver situagdes-problema que envolvam conhecimentos geométricos sobre
areas de retangulos e quadrados.

e Compreender e aplicar conceitos de congruéncia em figuras simétricas.

o Resolver situagdo-problema envolvendo a variagdo de grandezas.

o Identificar representac¢des algébricas que expressem a relacdo entre grandezas.

e Identificar e representar graficamente a fun¢do quadratica no plano cartesiano.

o Explorar o comportamento da fun¢ao quadratica (crescimento, decrescimento,
maximo ou minimo).

Duracao: 2 horas/aula.

Problema n° 07: Construir um retdngulo ABCD tal que AB = 3 unidades e BC = 2
unidades. Nos quatro vértices A, B, C e D, construa quadrados congruentes, cuja medida
do lado seja menor do que a metade da medida de BC. Assim, serdo criados os quadrados
AGNE BIOH, CKPJ] e DMQL, conforme figura abaixo. Determinar a variacdo da soma das
dreas dos quadrildteros GHON, IJPO, KLQP e MFNQ em fun¢do da medida do segmento AF.
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Figura 123 - llustragdo do problema n2 07.

D L K C

-4 -3 -2 -1

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

Construgao: 12 Etapa.

Para a construgdo do retangulo ABCD utilizaremos os mesmos procedimentos
adotados no Problema n° 01, com o circulo de centro A de raio medindo 3 unidades e o
circulo de centro B de raio medindo 2 unidades. Construido o retdngulo ABCD, vamos
marcar o ponto E, que é ponto médio do segmento AD. Tracamos o segmento AE, sobre o
qual marcamos um ponto arbitrario F. Desta forma, a medida de AF ndo serd maior do que
a metade da medida do menor lado do retangulo. Tragamos um circulo de centro A e raio
AF e marcamos o ponto G de interseccdo deste circulo com AB. Com a ferramenta
compasso, criamos mais um circulo, congruente a este ultimo, mas com centro no ponto
B. Marcamos os pontos de interseccao H e I deste circulo com os segmentos AB e BC,
respectivamente. Procedendo de forma analoga nos vértices C e D, obtemos os pontos ],
K, L e M. Note que quando movimentamos o ponto F sobre o segmento AE, os quatro
pequenos circulos variam suas dimensdes, mas permanecem sempre congruentes.
Tracamos os segmentos FI, M], GL e HK e marcamos os seus pontos de intersec¢do: FI N
GL={N},FINHK = {0}, M] n HK = {P}e M] N GL = {Q}. Assim ficam determinados os
quadrilateros GHON, IJPO, KLQP e MFNQ, cuja variacdao da soma das areas pretende-se

investigar.
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Figura 124 - Construgdo geométrica do problema n2 07.
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Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

Algumas questoes:

1. Mostre que GHON, IJPO, KLQP e MFNQ sdo retangulos.

2. Calcule a soma das areas de GHON, IJPO, KLQP e MFNQ quando AF = 0,5
unidades.

Algumas possiveis respostas:

1. Comecaremos mostrando que ABIF é retangulo e, para isso, devemos notar que
os tridngulos ABI e IFA sdo congruentes pelo caso LAL ja que temos BI = FA
(por construgio), AI = TA (lado comum) e AIB = IAF (alternos internos, pois
BI || FA). Assim AB = ITF e ABI = IFA = 90°. Como trés angulos internos de
ABIF sio retos, necessariamente o dngulo B/F também serd e dai segue que

ABIF é um retangulo.

Figura 125 - Tridngulos congruentes ABI e IFA.

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).
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Analogamente, podemos mostrar que HBCK, M]JCD e AGLD sao também retangulos.
Dai segue que AB || FI || M]J || DC e AD || GL || HK |l BC e, portanto, GHON, IJPO,
KLQP e MFNQ sdo paralelogramos. Analisando os angulos internos destes
quadrilateros temos que certos angulos sdo correspondentes aos angulos internos
do retangulo ABCD, portanto também sao retos. Logo GHON, IJPO, KLQP e MFNQ

sdo retangulos.

2. Aguon +Aypo + Akrop + Aurng = 2 - Agron + 2 - Ajjpo
=2-(GH-HO) +2-(I] - JP)
=2-(2:-05)+2-(1-0,5 =2+ 1 = 3 unidades quadradas.

Figura 126 - Solugdo particular para AF = 0,5 unidades.

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).
Construgao: 22 Etapa.

Explorando a variacdo da soma das areas dos retangulos GHON, IJPO, KLQP e
MFNQ, desejamos gerar um grafico cartesiano que represente a variacao desta soma em
funcdo da medida x do segmento AF. Entdo vamos criar um ponto moével cujas
coordenadas sejam R = (r1;q1 + q2 + q3 + q4), em que r; representa a medida do
segmento AF e q1,q2,g3 e q4 representam as areas dos retangulos GHON, IJPO, KLQP e
MFNQ. Habilitando o rastro do ponto R e movimentando o ponto F, é possivel observar o

movimento de R, conforme ilustragdo abaixo:
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Figura 127 - Construgdo do grdfico dindmico do problema n2 07.

4y

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

Algumas questdes sao propostas:

3. Deduza uma expressao algébrica para a soma das areas dos retangulos GHON,
[JPO, KLQP e MFNQ, em func¢ao da medida x do segmento AF.

4, Determine as coordenadas de R que maximizam a soma das areas dos
retangulos GHON, IJPO, KLQP e MFNQ.

5. Sendo f(x) = Aguon + Ayypo + Akrop + Amrng, determine o dominio e o
conjunto imagem de f (x).

Algumas possiveis solucdes:

3. A fim de deduzirmos uma férmula para a soma das areas em vermelho,
devemos perceber que AG = HB = x implica em GH = 3 — 2x. Da mesma
forma, temos que AF = MD = x implica em FM = 2 — 2x. Além disso, temos

que GHON e KLQP sao congruentes, assim como IJPO e MFNQ.

Figura 128 - Andlise das dimensdes dos retdngulos vermelhos.

D @ L 3— 2 K @ (o}

A € G 3 —2x H x B

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).
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Desta forma, a soma das areas dos retangulos vermelhos em funcdo da medida
x do segmento AF é:
f(x) = Agron + Aypo + Akror + Amrng = 2 - Agron + 2 Apjpo
=2-3—-2x)-x+2-x-(2—-2x)
= 6x — 4x% + 4x — 4x?
= 10x — 8x?
4. Sobre o ponto que maximiza a soma das areas em vermelho, sabe-se que se

trata do vértice da parabola que representa a funcao quadratica encontrada.

. b 10 10 5 5 5\2 25 25 25
Entao: xV__Z__Z-(—S)_E_EeyV_lO'(E)_8'(§) =2 T8

5 . . ,
Portanto, quando AF = 5= 0,625 unidades temos a soma maxima das areas em

vermelho que é igual a %5 = 3,125 unidades quadradas.

5. Sobre o dominio da funcdo, sdo os possiveis valores da medida x dos lados dos
quadrados construidos nos vértices do retangulo ABCD. Entdo x pode variar

entre 0, no minimo e a metade da medida BC, isto ¢, 1, no maximo. Assim,

D(f) = [0;1]. A imagem desta fun¢do é o conjunto Im(f) = [0; % :

7.1.8. Problema n° 08

Objetivos de aprendizagem:

e Reconhecer propriedades de quadrados e triangulos a partir de suas defini¢des e
caracteristicas.

o Utilizar software de geometria dinamica para construir e analisar figuras
geométricas planas.

e Resolver situa¢des-problema que envolvam conhecimentos geométricos sobre
areas de quadrados e triangulos.

e Resolver problemas que envolvam relagdes métricas em tridngulos retangulos.

o Resolver situagdo-problema envolvendo a variagdo de grandezas.

o Identificar representacdes algébricas que expressem a relacdo entre grandezas.

e Identificar e representar graficamente a funcdo de varias sentengas no plano
cartesiano.

o Explorar o comportamento da fung¢do de varias sentencgas (crescimento,

decrescimento, maximo ou minimo).



137

Duracao: 2 horas/aula.

Problema n°® 08: Construir um quadrado ABCD cujos lados medem 2 unidades.
Tracar suas diagonais AC e BD. Marcar um ponto E qualquer sobre a diagonal AC.
Determinar a drea do tridngulo EBD em fungdo da medida do segmento AE.

Figura 129 - Ilustragdo do problema n? 08.

D ]

A B

-3 -2 -1

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

Construgdo: 12 Etapa.

Para construir o quadrado ABCD, basta seguir os mesmos procedimentos adotados
no problema n° 03. Depois de construir o quadrado, tracamos as diagonais AC e BD.
Marcamos um ponto E qualquer sobre a diagonal AC e assim fica determinado o triangulo
EBD, do qual desejamos investigar a varia¢cdo da area em funcao da medida do segmento

AE. Marcamos também o ponto F, de interseccdo entre as diagonais AC e BD.

Figura 130 - Construgdo geométrica do problema n2 08.

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).
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Algumas questdes sdo propostas:
1. Calcule a medida da diagonal AC do quadrado ABCD.

2. Mostre que EBD é um tridngulo isésceles ou um segmento.

3. Calcule a 4rea do tridngulo EDB quando AE = g unidades.

4. Calcule a area do tridngulo EDB quando AE = 32£ unidades.

Algumas possiveis solugdes:

1. Aplicando o Teorema de Pitigoras no tridngulo retangulo ABC, temos: AC? =
AB? + BC? = 2% + 22 = 4 + 4 = 8. Logo, AC = +/8 = 2v/2 unidades.

2. Seja F o ponto de intersec¢do das diagonais AC e BD. Sabemos que em um
quadrado as diagonais sdo perpendiculares entre si e interceptam-se em seu
ponto médio. Dessa forma, temos DF = FB e EFB = EFD = 90°. Portanto os
triangulos EFB e EFD sao congruentes pelo caso LAL. Dai segue que EB = ED
e, portanto, EBD é um triangulo isdsceles. No caso em que E coincide com F,
temos que E, B e D sdo colineares e, portanto, o triangulo EBD se degenera no

segmento BD.

3. Daprimeira questdo temos que AC = 2v/2 e como F é ponto médio de AC, entio

ﬁ:%:%izﬁ_se ﬁz\/z—i,entéoEeAFeﬁzﬁ—ﬁzﬁ—\/z—iz
z
(2
\/2—5. Logo, Aggp = BDZEF = 2(2) = % = 1 unidade quadrada.

4. Se AE =22, entao E € FC e EF = AE — AF =22 — V2 =2 Logo, Agsp =
\/—
mer 2 (%)

2 2

= % = 1 unidade quadrada.

Construgao: 22 Etapa.

Com o objetivo de gerar um grafico cartesiano diretamente a partir da construgao
geométrica realizada na 12 Etapa, vamos criar um ponto mével P = (n; t1), em que n =
AE et1 = Aggp. Dessa forma, movimentando o ponto E sobre AC, o ponto P descreve uma
trajetoria que representa a variagcdo da area de EBD em func¢do da medida de AE, como

ilustra a figura abaixo.
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Figura 131 - Construgdo do grdfico dindmico do problema n? 08.

G

-3 -2 -1 0 1 2 3

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

Mais algumas questdes sdao propostas:

5. Determine expressdes para a altura EF relativa a base BD do tridngulo EBD em
funcdo da medida x do segmento AE.

6. Determine expressdes para a area do triangulo EBD em fung¢do da medida x do
segmento AE.

7. Sendo f(x) = Agpp determine o dominio e o conjunto imagem de f (x).

Algumas possiveis solugdes:

5. Sabemos que que AC = 2v2 e que AF = +/2.Se E € AF entio EF = AF — AE =
V2 —x.SeE € FC entdo EF = AE — AF = x —+/2.

BDZ- F_ zﬁ.(;/i—x) _2_\2-

6. Se E € AF entio EF =+/2 —x. Logo, Aggp = X

w
S
2|
1

unidades quadradas. Se E € FC entdo EF = x —+/2. Logo, Agpp = =

M = /2 - x — 2 unidades quadradas. Desta forma, podemos escrever a

funcao f(x) que representa a area do triangulo EBD em funcdo da medida x do

2 —/2-x, se0<x<+?2
\/7-96—2, seV2 <x <22

funcao modular, poderiamos escrever mais resumidamente que a funcado f €
dada por f(x) = |\/§-x — 2|.

7. O dominio da fungdo f é o conjunto de todas as possiveis medidas do segmento

segmento AE: f(x) = { . Utilizando o conceito de

AE, que variam entre 0 e 2v/2. Assim, D(f) = [0; 2\/?]. O conjunto imagem € o
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conjunto de todos os possiveis valores para a area de EBD que varia de 0
(quando o triangulo se degenera em um segmento) até 2 unidades quadradas

(metade da area do quadrado, quando E coincide com os vértices B ou D).

7.1.9. Problema n° 09

Objetivos de aprendizagem:

e Reconhecer propriedades de losangos e tridngulos a partir de suas definicoes e
caracteristicas.

o Utilizar softwares de geometria dinamica para construir e analisar figuras
geométricas planas.

o Resolver situagdes-problema que envolvam conhecimentos geométricos sobre
areas de losangos e triangulos.

o Compreender e aplicar conceitos de proporcionalidade em figuras semelhantes.

o Resolver situagdo-problema envolvendo a variagdo de grandezas.

o Identificar representacdes algébricas que expressem a relagdo entre grandezas.

e Identificar e representar graficamente a funcdo de varias sentengas no plano
cartesiano.

e Explorar o comportamento da funcdo de varias sentencas (crescimento,
decrescimento, maximo e minimo).

Duracgao: 2 horas/aula.

Problema n° 09: Construir um losango BECD de centro A, tracando suas duas
diagonais de medidas BC = 6 e DE = 4 unidades de comprimento. Por um ponto
arbitrdrio F da diagonal maior, tracar uma reta perpendicular a esta e determinar a drea
da regido que é interior ao losango e que se situa d esquerda da reta construida, em funcdo

da medida do segmento CF.
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Figura 132 - llustragdo do problema n° 09.
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Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

Construgao: 12 Etapa.

A construgdo do losango a partir das medidas de suas diagonais baseia-se em duas
propriedades do losango, a saber:

1. As diagonais de um losango sdo perpendiculares entre si;

2. As diagonais de um losango interceptam-se em seu ponto médio.
Considerando os conceitos acima, marca-se o ponto A e, por ele, tracam-se duas retas
perpendiculares entre si, retas estas que serdo as retas-suporte das diagonais. Constréi-
se um circulo de centro A e raio 3 e marca-se seus dois pontos de intersec¢do (B e C) com
uma das retas, obtendo-se a diagonal maior. Constroéi-se um outro circulo de centro A e
raio 2 e marca-se seus dois pontos de intersec¢do (D e E) com a outra reta, obtendo-se a
diagonal menor. Tracamos os caminhos poligonais CEB e CDB, obtendo o losango
procurado. Marca-se um ponto qualquer F pertencente a diagonal maior. Por este ponto
traca-se uma reta perpendicular a diagonal maior, marcando-se os dois pontos de
interseccdo desta com os lados do losango (G e H). Aregiao definida no interior do losango
e situada a esquerda da reta apresenta dois comportamentos: quando F pertence ao
segmento CA, entdo a regido é o triangulo CGH e, quando F pertence ao segmento AB,
entdo a regido é o pentagono CEGHD. E importante esclarecer a razdo pela qual optamos
por construir os lados do losango com caminhos poligonais, em vez de utilizar segmentos
de reta. Caso os vértices fossem unidos por segmentos, os pontos G e H deixariam de
existir de forma continua ao longo do movimento do ponto F sobre a diagonal CB, pois
haveria uma descontinuidade quando F cruzasse a posicao do ponto A. Por outro lado, a

constru¢do dos caminhos poligonais CEB e CDB assegura a continuidade geométrica da
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figura, garantindo que as interse¢des G e H permanecam bem definidas durante toda a

trajetdria de F.

Figura 133 - Construgdo geométrica do problema n® 09.

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

Feita a constru¢do geométrica, sdo apresentadas as seguintes questdes:

1. Como calcular a area do losango BECD?

2. Considerando CF = 1,5, calcular a area da regido interior ao losango e a esquerda
da reta considerada.

3. Considerando CF = 4,5, calcular a 4rea da regido interior ao losango e a esquerda
da reta considerada.

As respostas esperadas sao:
dl'dz
2

. . . . 64 24 )
as medidas das duas diagonais, assim A = 5 =5 = 12. Outra forma de realizar

1. Espera-se que os alunos utilizem a férmula A = ,em que d, e d, representam

este calculo seria por meio da decomposi¢ao do losango em quatro triangulos
retangulos congruentes, calcular a area de um desses triangulos e multiplicar este
valor por 4, encontrando-se o mesmo resultado.

2. 0 aluno pode recorrer a semelhanca de tridangulos, para isto deve perceber que
CGH~CED, pois ambos sao triangulos isésceles e possuem o mesmo angulo do

vértice C. Assim:

CF GH 1,5 GH CH 4-1,5 5
—_—amn— D —=— —_— = =
CA ED 3 4 3 3
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Figura 134 - Solugédo particular para CF = 1,5 unidades.
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Fonte: Elaborado pelo autor (2024).
GH-CF 2-15
ACGH = > = 2 =15u.a.

3. 0 aluno pode recorrer a semelhanca de triangulos, para isto deve perceber que
BGH~BED, pois ambos sdo triangulos isosceles e possuem o mesmo angulo do
vértice B. Assim:

BF GH 6—45 GH . 4-15 6
= =— GH

—_— == = =
BA ED 3 4 3 3
Figura 135 - Solugdo particular para CF = 4,5 unidades.

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

Para o calculo da area do pentagono CEGHD o aluno pode recorrer ao raciocinio
por subtracao, de forma que a area do triangulo BGH seja retirada da area total do losango

BECD.

Aceeup = Apecp — Apen = 12 — T =12 - T, =10,5u.a.
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Construgdo: 22 etapa.

A partir do losango BECD construido na 12 etapa, vamos agora construir um ponto
P movel, cuja abscissa é a medida do segmento CF e, cuja ordenada, é a medida da area da
regido definida no interior do losango e situada a esquerda da reta que passa por F e é
perpendicular a BC, vamos denominar esta regido de R. Habilitando o rastro do ponto P,
na medida em que o ponto F é movimentado sobre a diagonal BC, o ponto P descreve o
grafico de uma funcdo que representa a variacao da area da regido R em func¢do do

comprimento varidvel x do segmento CF.

Figura 136 - Construgdo do grdfico dindmico do problema n® 09.
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Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

A partir desta 22 construcao, sdo apresentadas as seguintes questoes:
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4. Considerando CF = x, calcular a medida do segmento GH.

5. Considerando CF = x, calcular expressdes para a 4rea da regido interior ao losango
e a esquerda da reta considerada.

6. Denominando f(x) a fun¢do que associa a medida x do segmento CF a area da
regido R, determine o dominio e o conjunto Imagem de f(x).
As respostas esperadas sao:

4. 0 aluno deve recorrer as mesmas semelhancas utilizadas nas questdes de ntimeros

2e3:

SeF € C4,isto é,sex < 3:

CF_GH _ x GH _ . 4
CA ED 37 4 R
SeF € AB,istoé,se3 <x < 6:
BF GH 6—x GH ___ 24 —4x
BA ED 3 4 3

5. 0 aluno deve recorrer aos mesmos calculos de area utilizados nas questoes 2 e 3:
SeF eCA,istoé, se) <x <3:

- 4x
2 _GH-CF_(?)'x 4x%  2x?
CGH=— 2 = 2 T 6 3
SeF € AB,isto é,se3 < x < 6:

. 24 — 4x
GH - BF ( 3 )-(6—x) 144 — 48x + 4x?
ACEGHD = 12 - = 12 - = 12 - =
2 2 6
3 72 —24x +2x* 36— 72+ 24x —2x* —2x® +24x — 36
- 3 B 3 B 3
Assim, a lei da funcao que representa a variacao da area da regido R é dada por:
2x?
T, se 0<x<3
F =13 Zox2 4 24— 36
3 , Sse 3<x<6

6. O aluno necessita perceber as variacdes de x e f(x) no grafico gerado. Assim, o
dominio e o conjunto imagem procurados sdo os intervalos: D(f) = [0; 6] e

Im(f) = [0;12].

Uma vez feita a modelagem da fungdo, os estudantes sdo convidados a refletirem

sobre o tipo de fung¢do encontrada, que é uma funcdo de duas sentencgas, ambas definidas
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por fung¢des quadraticas, representadas por arcos de parabolas que se unem no ponto de

coordenadas (3; 6).

7.2 Segunda Sequéncia de atividades - para estudantes do 3° ano do Ensino Médio

Esta sequéncia é composta por um conjunto de cinco problemas geométricos sobre
areas de figuras planas, todos eles resultando em fungdes trigonométricas dos seguintes
tipos: fung¢do seno, fungdo cosseno e fungdo tangente, em alguns casos combinadas com a
funcdo modular. Estas atividades foram planejadas para estudantes do 3° ano do Ensino
Médio.

Recomendamos que, durante a aplicagcdo da sequéncia didatica, os cinco problemas
sejam trabalhados na ordem em que sao apresentados, uma vez que seguem uma
progressdo crescente de complexidade. Da mesma forma, sugere-se que as questdes
internas de cada problema sejam resolvidas sequencialmente, respeitando a ordem
proposta. Além disso, é importante que as construgdes solicitadas em cada etapa sejam
realizadas pelo préprio estudante, também na sequéncia em que aparecem.

7.2.1. Problema n® 01

Objetivos de aprendizagem:

e Reconhecer propriedades de triangulos e circulos a partir de suas defini¢oes e
caracteristicas.

o Utilizar software de geometria dinamica para construir e analisar figuras
geométricas planas.

e Resolver situa¢des-problema que envolvam conhecimentos geométricos sobre
areas de triangulos retangulos.

e Resolver problemas que envolvam relagdes trigonométricas em triangulos
retangulos.

o Identificar arcos simétricos em diferentes quadrantes do ciclo trigonométrico.

e Resolver situagdo-problema envolvendo a variagdo de grandezas.

o Identificar representacdes algébricas que expressem a relacdo entre grandezas.

o Identificar e representar graficamente a fungao seno no plano cartesiano.

o Explorar o comportamento da fun¢do seno (crescimento, decrescimento, maximos

e minimos).

Duracdo: 3 horas/aula.
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Problema n° 01: Construir um circulo unitdrio de centro A e didmetro BC. Seja D
um ponto qualquer do circulo e seja@ = BAD marcado no sentido anti-hordrio, sendo a

um arco da 12 volta. Determine a drea do tridngulo BCD em fungdo de .

Figura 137 - llustragdo do problema n? 01.

Fonte: Elaborado pelo autor (2025).

Construgao: 12 etapa.

Por um ponto A tragamos um circulo de centro A e raio unitario. Tragamos uma
reta passando pelo ponto A. Marcamos B e C, pontos de interseccao do circulo a reta
tracada. Tragamos o diametro BC. Marcamos um ponto qualquer D sobre o circulo e
criamos o angulo BAD = a. Por fim construimos o triangulo BCD.

A fim de explorarmos a figura construida, sao propostas as seguintes questdes:
Como sao classificados os tridngulos ABD e ADC em relacdo aos lados?

Qual a medida do angulo DAC em fungio de a?

Quais as medidas dos angulos ADC e ADB em fungio de a?

Como podemos classificar o triangulo BCD em relagao aos angulos?
Considerando a = 30°, calcule a area do triangulo BCD.

Considerando a = 120°, calcule a area do triangulo BCD.

Considerando a = 225°, calcule a area do triangulo BCD.

©® N o 1o W

Considerando a = 330°, calcule a area do triangulo BCD.

As respostas esperadas sao:
1. Como AB = AC = AD = 1, que é o raio do circulo, entdo os tridngulos ABD e ADC
sdo isdsceles.

2. Como BAC é um angulo raso, entido DAC = BAC — BAD = 180° — .
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3. Como ABD e ADC sdo isésceles, temos que ADB = ABD e ADC = ACD. Utilizando

A . A = 180°-a
a soma dos angulos internos em cada um desses triangulos temos: ADB = =

180°—(180°-a) _ @

90°—2e ADC = .
2 2

4, Como CDB = ADB + ADC = 90° — % +% =90°. Assim, BCD é um tridngulo

retangulo.

5. Vamos considerar como base do tridngulo BCD a hipotenusa BC = 2. Logo é
necessario calcularmos a altura tracada do vértice D até a base BC. Seja E o pé da
perpendicular tracada do ponto D até o lado BC. Denominaremos h a medida da

altura DE.

Figura 138 - Solugdo particular para a = 30°.

Fonte: Elaborado pelo autor (2025).

Assim, sen 30° = % = % = h. Logo h = % Desta forma a area do triangulo BCD é
51
dada por Agcp = BCZ E= 72 = %unidade quadrada.

6. Considerando agora a situacao em que @ = 120° temos o seguinte desenho:

Figura 139 - Solugdo particular para a = 120°,

Fonte: Elaborado pelo autor (2025).
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Neste caso, DAE = 180° — 120° = 60° e sen 60° = % = % = h. Logo h = ? Desta
BCDE_ 22 3
forma a area do triangulo BCD é dada por Agcp = = 72 == unidade

quadrada.
7. Considerando agora a situacdo em que a = 225° temos o seguinte desenho:

Figura 140 - Solugdo particular para a = 225°,

Fonte: Elaborado pelo autor (2025).

Neste caso, DAE = 225° — 180° = 45° e sen 45° = DE _ % = h.Logo h = g Desta

AD

- V2

. A . BC-DE _ 2

forma a area do triangulo BCD é dada por Agcp = =

= \/2—5 unidade

quadrada.
8. Considerando agora a situacao em que @ = 330° temos o seguinte desenho:

Figura 141 - Solugdo particular para a = 330°.

Fonte: Elaborado pelo autor (2025).
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Neste caso, DAE = 360° — 330° = 30° e sen 30° = % = % = h. Logo h = % Desta
BCDE 25 1
forma a area do triangulo BCD é dada por Agcp = = TZ =3 unidade

quadrada.

Construcgao: 22 etapa.

Com o objetivo de construir um grafico cartesiano gerado a partir da construgado
realizada na 12 etapa, vamos criar um ponto P cuja abscissa seja @ e a ordenada seja a area
do triangulo BCD. O software GeoGebra automaticamente tomara as medidas de a em
radianos. Movimentando o ponto D no circulo, entdo o ponto P descreve o grafico

cartesiano procurado:

Figura 142 - Construgdo do grdfico dindmico do problema n® 01.
N
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Fonte: Elaborado pelo autor (2025).

Observacao: Cabe ressaltar que ao criarmos ou renomearmos um objeto, este
software nao aceita que denominemos qualquer medida utilizando as letras x e y, ja que
estas possuem a funcao especifica de designar abscissa e ordenada, respectivamente.
Desta forma, o angulo a sera a variavel independente da fungao procurada.

Mais algumas questdes sdo propostas:

9. Calcule uma expressao para a altura h do tridngulo BCD, relativa a hipotenusa BC.
10. Calcule a expressao para a area do triangulo BCD.
11. Para quais valores de a temos que BCD possui drea maxima? Qual o valor desta
area maxima?
12. Para quais valores de o temos a area minima de BCD? Qual o valor desta area
minima?
13. Escreva o dominio, a imagem e o periodo da fun¢do f(a) = Agcp-

Sdo esperadas as seguintes respostas:
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9. Pode-se imaginar o circulo unitario da questao como o ciclo trigonométrico.
s
Quando 0 < a < - temos que h = sena.

Figura 143 - Andlise da altura quando «a estd no 1° quadrante.

~

-

L

Fonte: Elaborado pelo autor (2025).

Quandog < a < mtemos que h = sen(180° — a) = sen a.

Figura 144 - Andlise da altura quando « estd no 2° quadrante.

Fonte: Elaborado pelo autor (2025).
31
Quandom < a < - temos que h = sen(a — 180°) = —sena.

Figura 145 - Andlise da altura quando «a estd no 3° quadrante.

Fonte: Elaborado pelo autor (2025).

Quando %ﬂ < a < 2m temos que h = sen(360° — a) = —sena.
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Figura 146 - Andlise da altura quando « estd no 4° quadrante.

Fonte: Elaborado pelo autor (2025).

sena, se 0<acsm

= |sen a| unidades.
—sena, senm<a<?2m | |

Portanto, h = {

BC-DE 2-|sen a| .
10.Agcp = = = |sen a| unidades quadradas.
2 2

11. Agp serd maxima quando |[sena| = 1. Isto implica que sena = +1. Dai
, T 3n , 7o 7 s .
concluimos que a = Soua =—. O valor destas areas maximas é igual a 1 unidade

quadrada.

12. Agcp sera minima quando |sen a| = 0, isto é, sen @ = 0. Portanto, temos @ = 0 ou
a =m ou a = 2. O valor destas areas minimas € igual a 0 unidade quadrada.
Nestes pontos o triangulo BCD degenera-se em um segmento e, portanto, tem area
nula.

13.Como a é um arco da 12 volta, temos que D(f) = [0, 2r]. O conjunto imagem é

Im(f) = [0,1]. A func¢do f(a) repete seus valores de m em 1 unidades.

7.2.2. Problema n° 02

Objetivos de aprendizagem:

e Reconhecer propriedades de retangulos, losangos e circulos a partir de suas
defini¢des e caracteristicas.

e Utilizar software de geometria dinamica para construir e analisar figuras
geométricas planas.

e Resolver situagcdes-problema que envolvam conhecimentos geométricos sobre
areas de retangulos e losangos.

e Resolver problemas que envolvam férmulas trigonométricas para a area de
losangos.

o Identificar arcos simétricos em diferentes quadrantes do ciclo trigonométrico.
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o Resolver situagdo-problema envolvendo a variagdo de grandezas.

o Identificar representacdes algébricas que expressem a relacdo entre grandezas.

o Identificar e representar graficamente a fun¢ao seno no plano cartesiano.

o Explorar o comportamento da fun¢do seno (crescimento, decrescimento, maximos
e minimos).

Duracdo: 3 horas/aula.

Problema n° 02: Construir uma regido poligonal formada pela composicdo de duas
formas: um retingulo ABCD com dimensoes AB = 1 unidade e BC = 3 unidades e um
losango EFHG cujo lado mede 1 unidade e cujo 4ngulo GEF = a tem medida variando no
sentido anti-hordrio, sendo a um arco da 12 volta. Os pontos E e G pertencem ao segmento
AD tais que AE = EG = GD = 1. Determine a drea da regido poligonal ABCDGHFE em

fungdo de a.

Figura 147 - llustragdo do problema n? 02.

c
Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

Construgao: 12 etapa.
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Figura 148 - Construgdo geométrica do problema n? 02.

’ ’
’ ’ B e

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

Nesta construcio, iniciamos com a criacio de um retdngulo ABCD com AB =1 e
BC = 3, conforme procedimento descrito no problema n° 1 da 12 sequéncia didatica. Em
seguida, criamos o ponto E € AD de tal forma que AE = 1, criando um circulo de raio 1 e
centro em A, e marcamos E como o ponto de intersec¢do deste circulo com AD. Com centro
em E e raio EA = 1, tragamos um circulo e, sobre ele, marcamos um ponto arbitrario F.
Marcamos o ponto G de interseccdo deste ultimo circulo com AD, sendo que A e G sdo
pontos distintos. Tragamos a reta EF e sua paralela passando pelo ponto G. Tragamos,
pelo ponto F, uma reta paralela ao segmento EG. Na intersec¢do da reta paralela a EF que
passa por G com a reta paralela a EG que passa por F, marcamos o ponto H. Construimos
o poligono ABCDGHFE. Desejamos investigar a variacdo da area da regido poligonal
ABCDGHFE em funcio da medida do 4ngulo GEF = a, medido no sentido anti-horario.

Algumas questdes para explorar a figura construida:

Calcule a area da regiao poligonal ABCDGHFE quando:

1. a=30°.
2. a=90°
3. a=135"
4. a = 240°.
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5. a=270°.
6. a = 330°.
7. a=0°ua = 180°.

Respostas esperadas:
1. Quando a = 30°, a area procurada é a soma das areas do retangulo ABCD e do

losango EFHG. ASSim, AABCDGHFE = AABCD + AEFHG =3-1+ 12 -sen30°=3+

17 .
=3 unidades quadradas.

Figura 149 - Solugdo particular para a = 30°.

F

B 3 c

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

2. Quando a = 90°, a 4rea procurada é a soma das areas do retangulo ABCD e do
quadrado EFHG. ASSim, AABCDGHFE = AABCD + AEFHG =3-1+ 12 =34+1=4

unidades quadradas.

Figura 150 - Solugdo particular para a = 90°.

B 3 9]

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

3. Quando a = 135°, a drea procurada é a soma das areas do retangulo ABCD e do

losango EFHG. ASSim, AABCDGHFE = AABCD + AEFHG =31+ 12 rsen 135° =

3+ g = 6+2ﬁ unidades quadradas.
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Figura 151 - Solugédo particular para a = 135°.
E H

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

4. Quando a = 240°, a rea procurada é a diferenca das areas do retangulo ABCD

e dO losango EFHG ASSim, AABCDGHFE == AABCD - AEFHG = 3 - 1 - 12 -

V3 6-3

sen 120° =3 — 73 == unidades quadradas.

Figura 152 - Solugdo particular para a = 240°.

240°

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).
5. Quando a = 270°, a area procurada € a diferenca das areas do retangulo ABCD
edo quadl‘ado EFHG. ASSim, temOS:AABCDGHFE = AABCD - AEFHG =3-1- 12 =

3 — 1 = 2 unidades quadradas.

Figura 153 - Solugdo particular para a = 270°.
270°

B F 3 H c

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

6. Quando a = 330°, a area procurada é a diferenga das areas do retangulo ABCD

e dO losango EFHG. ASSim, temos: AABCDGHFE = AABCD - AEFHG =3-1-— 12 '

sen 30° =3 — % = gunidades quadradas.
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Figura 154 - Solugdo particular para a = 330°.
330°

B 3 C

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

7. Quando a = 0°ou a = 180° os vértices E, F, G e H do losango ficam alinhados e,
portanto, o losango degenera-se em um segmento cuja area € zero. Desta forma
a area da regido procurada resume-se a area do retangulo ABCD, isto &,

AABCDGHFE = AABCD = 3 . 1 = 3 unidades quadradas.

Figura 155 - Solugdo particular para a = 0°.

A i E 1 G 1 D

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

Figura 156 - Solucdo particular para a = 180°.
180°

B 3 c

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).
Construgdo: 22 etapa.
A fim de construirmos um grafico cartesiano a partir da construcao realizada na 12
etapa, vamos criar um ponto P cuja abscissa seja a e a ordenada seja a drea da regido
poligonal ABCDGHFE. Movimentando o ponto F no circulo, entdo o ponto P descreve o

grafico cartesiano procurado:
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Figura 157 - Construgdo do grdfico dindmico do problema n2 02.
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Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

Na sequéncia sdo propostas as seguintes questoes:

8. Determine uma expressao para a area da regido ABCDGHFE.

9. Paraquais valores de a temos que ABCDGHFE possui area maxima? Qual o valor
desta area maxima?

10. Para quais valores de o temos a area minima de ABCDGHFE? Qual o valor desta
area minima?

11.Escreva o dominio e a imagem da func¢ao f (@) = AapcpcHFE-

As respostas esperadas sao:

8. Primeiramente observamos que existem trés situacdes: ou os pontos F e H sdo
pontos externos ao retangulo ABCD e, portanto, a area procurada é dada por
Appcp + Agrrc, ou os pontos F e H sdo pontos internos ao retangulo ABCD e,
neste caso a area procurada é expressa como Aypcp — Agrye, OU ainda, quando
os pontos F e H estdo sobre o segmento AD e neste caso a drea procurada se

reduz apenas a area do retangulo ABCD.

Figura 158 - Andlise da variagdo da drea em fungdo de a.

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).
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Sabemos que ABCD é um retangulo de dimensdes 1 e 3, portanto Aggcp = 3 -
1 = 3 unidades quadradas e o quadrilatero EFGH é um losango, pois é um
paralelogramo com quatro lados congruentes. Para calcular a area deste
losango podemos utilizar a expressio Agpye = a® -sen a, em que a é a medida
do lado e a é um angulo interno qualquer do losango.

Se os pontos F e H sdo externos ao retangulo ABCD, e se GEF = a, entdio 0 <
a < me Agpye = 1% -sen a =sen a. Portanto, no primeiro caso, temos que A =
3 +sena.

Caso os pontos F e H sejam internos ao retangulo ABCD, entdo 7 < a < 2w, logo
Agrpyc = 1% -sen (2m — @) = — sen a. Portanto, no segundo caso, temos que
A=3—(—sena) =3 +sena.

Se os pontos F e H pertencem ao segmento AD entdoa = 0oua =m, oua =
2m. Entdo, como sen 0 = senm = sen 2w = 0, temos que, nestes casos, a area
Agrue = 0 e, portanto, a formula A = 3 +sen a permanece valida. Como nas
trés situacdes encontramos a mesma expressao, podemos afirmar que a fungao

procurada tem expressaoy = 3 +sen a, sendo 0 < a < 2.

N oz 7. ; Vs

9. O ponto que corresponde a d&rea maxima é ¢ = Se Amax = 4.
N £ I e 3m

10. O ponto que corresponde a area minima é a = e Apmin = 2.

11.Como a é um arco da 12 volta, temos que D(f) = [0, 2r]. O conjunto imagem
pode ser obtido por meio do calculo:
—1<sena<1 = 3+(-1)<3+sena<3+1 = 2<f(a)<4

Logo, Im(f) = [2,4].

7.2.3. Problema n°® 03

Objetivos de aprendizagem:

e Reconhecer propriedades de quadrados, retangulos e circulos a partir de suas
defini¢des e caracteristicas.

e Utilizar software de geometria dinamica para construir e analisar figuras
geométricas planas.

e Resolver situagdes-problema que envolvam conhecimentos geométricos sobre
areas de retangulos.

e Resolver problemas que envolvam relagdes trigonométricas em triangulos

retangulos.
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o Identificar arcos simétricos em diferentes quadrantes do ciclo trigonométrico.

o Resolver situagdo-problema envolvendo a variagdo de grandezas.

o Identificar representagdes algébricas que expressem a relacdo entre grandezas.

o Identificar e representar graficamente a fun¢ao cosseno no plano cartesiano.

e Explorar o comportamento da fun¢do cosseno (crescimento, decrescimento,
maximos e minimos).

Duracdo: 3 horas/aula.

Problema n° 03: Construir um quadrado ABCD cujo lado mede 2 unidades e um
circulo de centro E e raio EA, onde E é ponto médio de AB. Marcar um ponto qualquer F
sobre o circulo, de modo que BEF = a tem medida variando no sentido anti-hordrio,
sendo a um arco da 12 volta. Por F tracar uma perpendicular ao lado AB, tal que essa
perpendicular interseccione os lados AB e CD nos pontos G e H, respectivamente.

Determine a drea do quadrildtero AGHD em funcdo de a.

Figura 159 - Ilustragdo do problema n? 03.
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Fonte: Elaborado pelo autor (2025).

A construcao se inicia com a criagdo de um quadrado ABCD, cujo lado mede 2
unidades. A seguir, marcamos o ponto médio E do lado AB e tracamos o circulo de centro
E e raio EA. Entdo escolhemos um ponto arbitrario F sobre o circulo. Seja @ = BEF. Pelo
ponto F baixamos uma perpendicular ao lado AB e esta reta interseccionara os lados AB
e CD nos pontos G e H, respectivamente. Desejamos investigar a variacao da area do

quadrilatero ADHG em fungio da medida do angulo BEF, medido no sentido anti-horario.
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Figura 160 - Construgdo geométrica do problema n2 03.
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Fonte: Elaborado pelo autor (2025).

Algumas questdes para explorar a figura construida:

Explique por que o quadrilatero ADHG é um retangulo.

Calcule a area do quadrilatero ADHG quando:

a =0°.

a = 30°.
a = 90°.
a = 120°.
a = 180°.
a = 225°.
a = 270°.
a = 300°.
.a = 360°.

As respostas esperadas sao:

Considerando o quadrilatero ADHG, temos que os angulos dos vértices A e D sdo os
mesmos do quadrado ABCD, logo A = D = 90°. Por construcio, FG é perpendicular
a AB, logo G = 90° e, por consequéncia, # = 90°. Assim, ADHG é um retangulo.
Quando a = 0°, entao os pontos de intersec¢do G e H coincidem com os vértices B
e C do quadrado, respectivamente. Assim, A pyc = Asgcp = 22 = 4 unidades

quadradas.
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Figura 161 - Solugdo particular para a = 0°.

D HC

-3 -2 -1

Fonte: Elaborado pelo autor (2025).

3. Quando @ = 30°, entdo devemos considerar o tridangulo retangulo EFG, reto em G e
com GEF = 30° Sabemos que EF =1 (raio do circulo) e, portanto, EG=1-

V3 _ 2+V3

cos30°=§.Assim,E=E+E= 1+73=T.Logo,AADHG =AD-AG =2-

2+V3
2

= 2 + /3 unidades quadradas.

Figura 162 - Solugdo particular para a = 30°.

D

-3 -2 -1

Fonte: Elaborado pelo autor (2025).

4. Quando a = 90°, entdo o ponto de intersec¢do G coincide com o ponto médio E do

lado AB, entdo AG=AE=""=2>=1.Assim, Ayu=A4D-AG=2-1=2

unidades quadradas.
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Figura 163 - Solugdo particular para a = 90°.
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Fonte: Elaborado pelo autor (2025).
Quando @ = 120°, entdo devemos considerar o tridngulo retangulo EFG, reto em G
e com GEF = 180° — 120° = 60°. Sabemos que EF =1 e, portanto, EG = 1 -
cos 60° =%.Assim,E =AE—-EG =1 —%=%.Logo,AADHG =AD-AG =2 -%= 1
unidade quadrada.

Figura 164 - Solugdo particular para a = 120°.

D H c
-3 -2 -1
Fonte: Elaborado pelo autor (2025).
Quando a = 180°, entdo os pontos de intersec¢do G e H coincidem com os vértices
A e D do quadrado, respectivamente. Assim, o retingulo ADHG se degenera em

apenas um segmento e assim, sua area € zero.
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Figura 165 - Solugdo particular para a = 180°.

D c
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Fonte: Elaborado pelo autor (2025).

7. Quando a = 225°, entdo devemos considerar o triangulo retangulo EFG, reto em G
e com GEF = 225° — 180° = 45°. Sabemos que EF =1 e, portanto, EG = 1-
V2 _ 2-V2

cos45°=§.Assim,E=E—R= 1 - ==—=.Logo, Aapng =AD-AG =2~

2_2—\/5 = 2 —+/2 unidades quadradas.

Figura 166 - Solugdo particular para a = 225°.

-3 -2 -1

Fonte: Elaborado pelo autor (2025).

8. Quando a = 270°, entdo o ponto de interseccdo G coincide com o ponto médio E

do lado AB, entdo AG =AE = =2=1. Assim, Aypy =AD-AG=2-1=2

unidades quadradas.
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Figura 167 - Solugdo particular para a = 270°.
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Fonte: Elaborado pelo autor (2025).

9. Quando a = 300°, entdo devemos considerar o triangulo retangulo EFG, reto em G
e com GEF = 360°—300° = 60°. Sabemos que EF =1 e, portanto, EG = 1 -
cos 60° =%.Assim,E =AE+EG=1 +%=§.Logo,AADHG = AD - AG = 2 -%: 3
unidades quadradas.

Figura 168 - Solugdo particular para a = 300°.

-3 -2 -

Fonte: Elaborado pelo autor (2025).
10. Quando a = 360°, entdo os pontos de intersec¢ao G e H coincidem com os vértices
B e C do quadrado, respectivamente. Assim, Aapyc = Aapcp = 22 = 4 unidades

quadradas.
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Figura 169 - Solugdo particular para a = 360°.
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Fonte: Elaborado pelo autor (2025).
Construgao: 22 etapa.
Vamos gerar um grafico cartesiano diretamente relacionado a constru¢do da 12
etapa. Entao criamos um ponto P cuja abscissa é a e cuja ordenada é a drea do retangulo
ADHG. Habilitamos o rastro do ponto P e, quando movimentamos o ponto F sobre o

circulo, observamos que P deixa como rastro a seguinte curva:

Figura 170 - Construgdo do grdfico dindmico do problema n® 03.
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Fonte: Elaborado pelo autor (2025).

Na sequéncia, sdo propostas as seguintes questoes:

11. Deduza uma férmula que expresse a area do retangulo ADHG em fungdo de o.

12. Para quais valores de a temos que ADHG possui drea maxima? Qual o valor desta
area maxima?

13. Para quais valores de o temos a area minima de ADHG? Qual o valor desta area
minima?

14. Escreva o dominio e a imagem da funcao f (@) = Aapue -
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As respostas esperadas sdo:
11. Primeiramente observamos que existem quatro situacdes: quando F esta

localizado em cada um dos quatro quadrantes.

. . s . ~ . N
No primeiro caso temos que 0 < a < > Nesta situagdo, considerando o triangulo

EFG, EG é o cateto adjacente ao angulo GEF = a. Portanto EG = EF - cos . Como

F = 2

=5=1,entéoﬁ=1-cosaeﬁ=ﬁ+ﬁ=1+cosa.

JE

Figura 171 - Andlise da medida de AG quando «a estd no 1° quadrante.

3 2 1

Fonte: Elaborado pelo autor (2025).

No segundo caso, quando g< a < 7, temos que GEF =7 —a, entio EG =1 -

cos(m—a)=1-(—cosa)=—cosa e G=AE—-EG=1—(—cosa)=1+

CcoS .

Figura 172 - Andlise da medida de AG quando «a estd no 2° quadrante.

-3 -2 -1

Fonte: Elaborado pelo autor (2025).

, temos que GEF =a—m, entio EG =1-

31
No 3° caso, quando m<a s

cos(a—m) =—cosa=eAG =AE —EG=1—-(—cosa) =1+ cos a.
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Fonte: Elaborado pelo autor (2025).

No 4° caso, quando 37” < a < 2m, temos que GEF = 2w — a, entdo EG

cos (2mr —a) = cos a e AG = AE + EG = 1 + cos a.

Figura 174 - Andlise da medida de AG quando « estd no 4° quadrante.

cos (27 — o)

Ire
O

D
3 2 1

Fonte: Elaborado pelo autor (2025).

Assim, em cada um dos quatro casos, temos que Azpyc = AD - AG

(14 cos a),isto é, Aypye = 2 + 2 - cos a.
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=1-

=2-

12. Podemos afirmar que a drea maxima ocorre quando o ponto G coincide com o

ponto B, isto é, quando @ = 0 oua = 2w e A;qx = 2+ 2 = 4 unidades quadradas.

13. Sobre a area minima, sabemos que ocorre quando o ponto G coincide com o ponto

A, isto é, quando a = &, e A,;;;, = 0 unidades quadradas.

14. Como o é um arco da 12 volta, temos que D(f) = [0, 2]. O conjunto imagem pode

ser obtido por meio do calculo:

—1<cosa<l = 2-(-1)<2-cosa<2'1 = —-2<2-cosa<?

= —-242<2+4+2-cosa<<2+2 = 0<f(a)<4
Logo, Im(f) = [0, 4].
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7.2.4. Problema n° 04

Objetivos de aprendizagem:

e Reconhecer propriedades de quadrados, triangulos e circulos a partir de suas
definicOes e caracteristicas.

o Utilizar software de geometria dindmica para construir e analisar figuras
geométricas planas.

e Resolver situacdes-problema que envolvam conhecimentos geométricos sobre
areas de quadrados.

e Resolver problemas que envolvam rela¢gdes trigonométricas em triangulos
quaisquer (Lei dos Cossenos).

o Identificar arcos simétricos em diferentes quadrantes do ciclo trigonométrico.

o Resolver situagdo-problema envolvendo a variagdo de grandezas.

o Identificar representacdes algébricas que expressem a relagdo entre grandezas.

o Identificar e representar graficamente a fun¢do cosseno no plano cartesiano.

o Explorar o comportamento da fungdo cosseno (crescimento, decrescimento,
maximos e minimos).

Duracgao: 3 horas/aula.

Problema n° 04: Construir um tridngulo ABC com AB = 2 unidades, sendo A e B
pontos fixos e C um ponto qualquer sobre o circulo de centro A e raio unitdrio. Seja o
angulo BAC = a com medida variando no sentido anti-hordrio, sendo a um arco da 12

volta. Construir o quadrado BCDE, e determinar sua drea em funcdo de a.

Figura 175 - llustragdo do problema n? 04.

D
[ 2

-5 -4 -3 -2 -
Fonte: Elaborado pelo autor (2025).

Construgao: 12 etapa.

Marcamos um ponto A e tragamos dois circulos de raios de medidas 1 e 2, com

centro neste ponto. Tragamos uma reta passando pelo ponto A, e marcamos o ponto B
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como uma das intersec¢des desta reta com o circulo maior. Sobre o circulo unitario
criamos um ponto C qualquer e, unindo estes trés pontos por segmentos, temos o
triangulo ABC. Construimos um circulo de centro C e passando pelo ponto B e tragamos
uma reta perpendicular a BC passando pelo ponto C. Marcamos D como ponto de
interseccdo deste ultimo circulo e da perpendicular passando por C. Construimos um
circulo de centro B e passando pelo ponto C e tragamos uma reta perpendicular a BC
passando pelo ponto B. Marcamos E como ponto de intersec¢do deste ultimo circulo e da

perpendicular passando por B. Assim temos o quadrado BCDE, conforme figura abaixo.

Figura 176 - Construgdo geométrica do prob{rema n? 04.

e ——— U U 4

- [ 7 /

Fonte: Elaborado pelo autor (2025).
Sobre a figura construida, é proposta a seguinte questao:

Calcule a area do quadrado ABCD nos seguintes casos:

1. a=0°

2. a =45°
3. a=90°
4. a=120°
5 a=180°
6. a=210°
7. a=270°
8. a=300°
9. a=360°

Sdo esperadas as seguintes respostas:
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1. Quando a = 0°, temos que o ponto C esta localizado sobre o ponto médio de AB.
Assim, BC = 22 = % = 1 e, portanto, Agcpr = BC? = 12 = 1 unidade quadrada.

Figura 177 - Solugéo particular para a = 0°.

Fonte: Elaborado pelo autor (2025).

2. Quando a = 45°, podemos calcular a area do quadrado BCDE utilizando a Lei
dos Cossenos:

Apcpp = BC2 = AB%2 + AC? —2-AB-AC -cosa =22+ 12 —2-2-1"cos 45°

=5—-4- g = 5 — 2+/2 unidades quadradas.

Figura 178 - Solugdo particular para a = 45°.
D

-5 -4 -3 -2 -1

Fonte: Elaborado pelo autor (2025).
3. Quando a = 90°, podemos calcular a area de BCDE:
Agcpgr = BC? = AB? + AC?> —2-AB-AC -cosa = 2% +1%2—2-2-1-c0s90°
=5 —4-0 = 5 unidades quadradas.

Figura 179 - Solugdo particular para a = 90°.
D

-5 -4 -3 -2 -1

Fonte: Elaborado pelo autor (2025).
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4, Quando a = 120°, vamos calcular a area de medida BC?:
Agcpg = BC? = AB? + AC?> —2-AB-AC-cosa =22+ 1%2—2-2-1-cos120°

=5—4- (— ) = 5 + 2 = 7 unidades quadradas.

N |-

Figura 180 - Solugdo particular para a = 120°.

Fonte: Elaborado pelo autor (2025).

5. Quando a = 180°, o ponto C fica alinhado com os pontos A e B. Assim, temos:

BC=AB+AC=2+1=3 e, portanto, Agcpg = BC?> =3%2 =9 unidades

quadradas.
Figura 181 - Solugdo particular para a = 180°.

D E s

4

3

a=180°
C . 2
U B
-5 3 -3 -2 -

Fonte: Elaborado pelo autor (2025).
6. Quando a = 210°, entdo o angulo interno BAC = 360° — 210° = 150°. Assim,
podemos calcular a drea do quadrado BCDE:
Agcpe = BC? = AB? + AC? — 2 - AB - AC - cos(360° — a)

=22+12—2-2-1-c03150°=5—4-( \E)=5+2\/§ unidades

2

quadradas.
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Figura 182 - Solugdo particular para a = 210°.

E

Fonte: Elaborado pelo autor (2025).

. Quando a = 270°, entdo o angulo interno do triangulo ABC, BAC = 360° —
270° = 90°. Assim, podemos calcular a area do quadrado BCDE:

Apcpg = BC? = AB? + AC? — 2+ AB - AC - cos(360° — a)
=22+4+12—-2-2-1-¢c0s90° =5 — 4 -0 = 5 unidades quadradas.

Figura 183 - Solugdo particular para a = 270°.

E
4
D
3
E h' 2
B
i 1
C
-5 -4 -3 -2 -1

Fonte: Elaborado pelo autor (2025).
. Quando a = 300°, entao o angulo interno BAC = 360° — 300° = 60° . Assim,
podemos calcular a drea do quadrado BCDE:

Apcpr = BC? = AB? + AC? — 2- AB - AC - cos(360° — a)
=22+4+12—-2-2-1-cos60° = 5—4-(%) = 5 — 2 = 3 unidades quadradas.

Figura 184 - Solugdo particular para a = 300°.

Fonte: Elaborado pelo autor (2025).
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9. Quando a = 360° temos que o ponto C esta novamente localizado sobre o

= ; = 1 e, portanto, Agcpg = BC? =12 =

JE

ponto médio de AB. Assim, BC =

1 unidade quadrada.

Figura 185 - Solugdo particular para a = 360°.

Fonte: Elaborado pelo autor (2025).
Construcao: 22 Etapa
Com o objetivo de gerar um grafico cartesiano diretamente a partir da figura
construida na 12 etapa, vamos criar um ponto P cuja abscissa é « = BAC e cuja ordenada
é a area do quadrado BCDE. Habilitamos o rastro do ponto P e movimentamos o ponto C

sobre o circulo. Observamos que P descreve uma curva, que é o grafico procurado.
Figura 186 - Construgdo do grdfico dindmico do problema n® 04.

™

9

8

N

=3m/2 - -2 0 /2 m 3m/2 217

Fonte: Elaborado pelo autor (2025).

As questoes propostas sao:

10. Deduza uma férmula que expresse a area do quadrado BCDE em funcdo de «.
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11. Para quais valores de a temos que BCDE possui area maxima? Qual o valor desta
area maxima?

12. Para quais valores de a temos a drea minima de ADHG? Qual o valor desta area
minima?

13. Escreva o dominio e a imagem da funcao f(a) = Agcpk -

As respostas esperadas sdo:
10. Ha duas situacdes a serem analisadas: quando 0 < ¢ < requandor < a < 2.
Se 0 < a < entdo podemos aplicar a Lei dos Cossenos no tridngulo ABC,

assim:
Apcpg = BC? = AB? + AC?* —2-AB - AC - cosa
=224+41%2-2-2-1-cosa=5—4-cosa
Figura 187 - Andlise da drea de BCDE quando «a estd no 1° ou 2° quadrante.

D

e

2 B

Fonte: Elaborado pelo autor (2025).

Se m < a < 2 entdo podemos aplicar a Lei dos Cossenos no triangulo ABC,

assim:

Agcpe = BC? = AB? + AC? —2-AB - AC - cos(2m — a)
=224+412—-2-2-1-cosa=5—4-cosa

Figura 188 - Andlise da drea de BCDE quando « estd no 3° ou 4° quadrante.

-

Fonte: Elaborado pelo autor (2025).
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Como nas duas situagdes encontramos a mesma expressao, entdo, podemos
afirmar que a fungdo procurada é f(a@) =5 —4-cosa,para0 < a < 2.

11. A drea maxima ocorre quando a = e Apygy =5—4-cost=5—4-(—1) =
5 + 4 = 9 unidades quadradas.

12. A area minima ocorre quandoa = Ooua = 2me Ay =5—4-cos0=5—4-
1 =5 —4 = 1 unidade quadrada.

13.Como a é um arco da 12 volta, temos que D(f) = [0, 2r]. O conjunto imagem
pode ser obtido por meio do calculo:

—1<cosa<l = -1<-cosa<1l = 4-(-1)<4-(—cosa)<4-1

= —4<—4-cosa<4 = —4+5<5-4-cosa<4+5=1<f(a) <09.

Logo, Im(f) = [1,9].

7.2.5. Problema n°® 05

Objetivos de aprendizagem:

e Reconhecer propriedades de triangulos, circulos e retas tangentes a partir de suas
defini¢des e caracteristicas.

o Utilizar software de geometria dindmica para construir e analisar figuras
geométricas planas.

o Resolver situagdes-problema que envolvam conhecimentos geométricos sobre
areas de triangulos retangulos.

e Resolver problemas que envolvam relagdes trigonométricas em triangulos
retangulos.

o Identificar arcos simétricos em diferentes quadrantes do ciclo trigonométrico.

e Resolver situagdo-problema envolvendo a varia¢do de grandezas.

o Identificar representacdes algébricas que expressem a relacdo entre grandezas.

o Identificar e representar graficamente a fun¢do tangente no plano cartesiano.

e Explorar o comportamento da fun¢do tangente (dominio, conjunto imagem,
crescimento, descontinuidades, maximos e minimos).

Duracao: 3 horas/aula.

Problema n° 05: Construir um circulo de centro A e raio medindo 2 unidades, e
uma reta r, que passa por A e intersecciona o circulo em B. Seja C um ponto qualquer

sobre este circulo, por este ponto tracamos uma reta t, tangente ao circulo. Seja D o ponto
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de interseccdo das retas r e t e seja o dngulo DAC = a com medida variando no sentido
anti-hordrio, sendo a um arco da 12 volta. Determinar a drea do tridngulo ACD em funcdo

dea.

Figura 189 - llustragdo do problema n? 05.

t

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

Construgao: 12 etapa.

Vamos iniciar tragando um circulo de centro A e raio AB = 2 unidades. Sejar areta
que passa pelos pontos A e B. Marcamos um ponto C arbitrario sobre o circulo. Vamos
chamar de a o angulo DAC, medido no sentido anti-horario. Pelo ponto € tracamos uma
reta t, que é perpendicular ao raio AC. Como o raio é perpendicular a reta tangente no
ponto de tangéncia, entdo t é a tangente procurada. Seja D o ponto de intersec¢do das
retas r e t. Queremos investigar a area do tridngulo ACD em funcgdo de a.

Sdo apresentadas as seguintes questdes:

Calcule a area do tridangulo ACD quando:

1. a=0°

2. a =45°
3. a=60°
4, a=90°
5. a =150°
6. a =180°
7. a = 240°
8. a=270°
9. a =330°

10.a = 360°
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As respostas esperadas sio:

1. Quando a = 0° os pontos B, C e D coincidem, as retas r e t sdo perpendiculares,

de forma que o tridngulo ACD se degenera em um segmento, tendo area zero.

Figura 190 - Solugdo particular quando a = 0°.

t

@]
[os] |

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

2. Quando a = 45°, devemos considerar o tridngulo retdngulo ACD, reto em C.
CD

Ac=>tan45°=1=%$C_D=2. LogoAACD=AC;D=£=2

Como tana =

unidades quadradas.

Figura 191 - Solugdo particular quando a = 45°.

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

Quando a = 60°, devemos considerar o triangulo retangulo ACD, reto em C.

Como tan DAC = Z:D

z = tan 60° =\/§=%:C_D=2\/§ LOgO AACD =AC;

S|
>}

2:24/3

= 2+/3 unidades quadradas.



179

Figura 192 - Solugdo particular quando a = 60°.

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

4, Quando a = 90°, as retas r e t sdo paralelas, de forma que o triangulo ACD se

degenera em um uma faixa de area infinita.

Figura 193 - Solugdo particular quando a = 90°.

-

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

5. Quando a = 150°, entdo DAC = 180° — 150° = 30°. Considerando o triangulo

retangulo ACD, reto em C, temos: tan DAC = j_—g = tan 30° = ? = 7D = CD =
_ 23
i 2.2¥2
%? Logo Aycp = ACZCD = 73 = %5 unidades quadradas.

Figura 194 - Solugdo particular quando a = 150°.

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).
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6. Quando a = 180°, os pontos C e D coincidem, as retas r e t sdo perpendiculares,

de forma que o triangulo ACD se degenera em um segmento, tendo area zero.

Figura 195 - Solugdo particular quando a = 180°.

t

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).
7. Quando a = 240°, entado DAC = 240° — 180° = 60°. Considerando o triangulo

retangulo ACD, reto em C, temos: tan DAC = Z_—z = tan 60° = /3 = 7D = CD =

2v/3.Logo Aucp = Réﬁ = 223 _ 5 /3 unidades quadradas.

Figura 196 - Solugdo particular quando a = 240°.

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

8. Quando a = 270°, as retas r e t sdo paralelas, de forma que o triangulo ACD se

degenera em um uma faixa de area infinita.
Figura 197 - Solugdo particular quando a = 270°.

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).
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9. Quando a = 330°, entao DAC = 360° — 330° = 30°. Considerando o triangulo

cD V3 _CD

retangulo ACD, reto em C, temos: tan DAC = — = tan 30° = S=5> CD =
o 228
%5. Logo Aycp = ACZCD = TS = %5 unidades quadradas.

Figura 198 - Solugdo particular quando a = 330°.

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).
10. Quando a = 360°, os pontos B, C e D novamente coincidem, as retas r e t sdao
perpendiculares, de forma que o triangulo ACD se degenera em um segmento,

tendo area zero.

Figura 199 - Solugdo particular quando a = 360°.

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).
Construgao: 22 etapa.
Sera gerado um grafico cartesiano da funcao que relaciona o angulo a com a area
do triangulo retangulo ACD. Para que este grafico fique vinculado a construcao da 12
etapa, criamos o ponto P, cuja abscissa € a e cuja ordenada é a area do triangulo ACD.
Habilitamos o rastro do ponto P e movimentamos o ponto C sobre o circulo, observando

que o ponto P descreve uma curva, que é o grafico cartesiano procurado.
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Figura 200 - Construgdo do grdfico cartesiano do problema n2 05.

h g

2w  -3m/2 -1 -l 2 0 wl2 LU 3w/ 2 2m

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

Sao propostas as seguintes questoes:

11. Deduza uma férmula que expresse a area do triangulo ACD em funcao de a.

12. Para quais valores de o temos que ACD possui area maxima? Qual o valor desta
area maxima?

13. Para quais valores de a temos que ACD possui area minima? Qual o valor desta
area minima?

14. Escreva o dominio e a imagem da fungao f(a) = Aycp -

As respostas esperadas, sdo:

11. Sabemos que ACD é um tridngulo retangulo, que AC = AB = 2, portanto para

determinarmos a area de ACD, resta-nos determinar a medida do cateto CD.

Quando 0 < a < g, considerando o triangulo retangulo ACD, temos que CD é

cateto oposto a a e AC é cateto adjacente a a. Portanto CD = AC - tana = 2 -

tan a.

Figura 201 - Andlise da medida de CD quando a estd no 1° quadrante.

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).
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Quando a = g, as retas r e t tornam-se paralelas, de forma que o ponto D de

interseccdo deixa de existir e o triangulo ACD torna-se uma figura degenerada,

cuja area é um valor infinito.

Figura 202 - Quando a = 90°, o tridngulo ACD se degenera em uma faixa infinita.

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).
Quandog < a < m, temos que CD é cateto oposto a DAC = m — a e AC é cateto

adjacente a m — . Portanto CD = AC *tan(r —a) = 2+ (—tana) = —2 - tana.
Devemos lembrar que se @ é um angulo do 2° quadrante, entdo tan a < 0. Logo

CD =—2tana = 0.

Figura 203 - Andlise da medida de CD quando « estd no 2° quadrante.

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).
3 . A .
Quandorm < a < ?”, temos que CD é cateto opostoa DAC = o — me AC é cateto
adjacente a @ — m . Portanto CD = AC -tan(a —m) = 2 - tana.

Figura 204 - Andlise da medida de CD quando « estd no 3° quadrante.

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).
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3
Quando a = —» as retas r e t tornam-se novamente paralelas, de forma que o

ponto D de intersec¢do deixa de existir e o triangulo ACD torna-se uma figura

degenerada, cuja area é um valor infinito.

Figura 205 - Quando a = 270°, o tridngulo ACD se degenera em uma faixa infinita.

c t
Fonte: Elaborado pelo autor (2024).
3 . 2 e
Quando S <as 2m, temos que CD é cateto oposto a DAC =2n —a e AC é

cateto adjacente a 2w — a. Portanto CD = AC - tan(2r —a) = 2+ (—tana) =
—2-tan a. Devemos lembrar que se ¢ é um angulo do 4° quadrante, entdo

tana < 0.Logo CD = —2-tana = 0.

Figura 206 - Andlise da medida de CD quando « estd no 4° quadrante.

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

Desta forma, podemos afirmar que CD = |2 -tan | e, portanto, o calculo da

AC-CD _ 2-|2-tana
2 2

area de ACD é dado por: Aycp = = 2-|tanal.

12. Observando o grafico cartesiano gerado, notamos que a fun¢do encontrada é

ilimitada superiormente, pois ndo existem os limites limAycp =+ e

S
a=3

lim Apcp = +0. Ouseja, f(a) = Aycp ndo possui valor maximo.

a—>—
2

13. 0 valor minimo para a drea de ACD é zero, e este valor ocorre para @ = 0 ou

a=moua = 2.
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e ’ . 3
14. O grafico apresenta assintotas verticais quando a = g ou quando a = 7”, logo
estes valores ndo fazem parte do dominio da fun¢do. Assim, temos o dominio
3 3 . . p
D(f) = [0,%[ U ] g, 7” U ]7", 27'[]. O conjunto imagem é formado por todos os

valores reais ndo negativos, isto é, Im(f) = [0, +oo|.
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8 Consideragdes Finais

A utilizacdo de ambientes de Geometria Dindmica no ensino da Geometria representa
uma poderosa ferramenta pedagogica que pode transformar o processo de aprendizagem
em uma experiéncia mais investigativa e significativa. Nesse cenario, as restricoes
impostas por determinadas construgdes levam os estudantes a perceberem que, a medida
que avan¢am nas manipulagdes, comegam a surgir vinculos entre os elementos da figura
que ndo sdo apenas coincidéncias, mas sim padrdes implicitos e coerentes com a légica
interna da construgdo geométrica. Tais relagbes invariantes, que se destacam nos
movimentos das figuras, revelam estruturas estaveis que naturalmente exigem
explicagdes mais profundas, além da simples percepgdo visual. Esse momento é crucial
para despertar a necessidade da demonstracao, pois evidencia a importancia de justificar,
de forma logica e dedutiva, aquilo que antes parecia apenas uma regularidade empirica.

Esse processo investigativo foi cuidadosamente planejado por meio de duas
sequéncias didaticas, com o intuito de provocar nos alunos comportamentos matematicos
essenciais. Espera-se que eles se arrisquem a formular conjecturas, aceitem o erro como
parte do processo, reavaliem caminhos trilhados, testem diferentes hipoteses e
desenvolvam, pouco a pouco, argumentos mais solidos. Ao longo dessas atividades, o
desenho geométrico, que muitas vezes é visto apenas como uma ilustracdo estatica,
assume um novo papel: o de suporte fundamental para a construcdo do pensamento
dedutivo. A apropriacao desse novo olhar sobre o desenho, como ferramenta de raciocinio
e argumentacdo, pode fortalecer significativamente a autonomia intelectual dos alunos,
promovendo um aprendizado mais sélido.

O ambiente de geometria dindmica, portanto, ndo apenas facilita a visualizacdo de
propriedades geométricas, mas também atua como ponte entre diferentes formas de
conhecimento: de um lado, o saber empirico, baseado na observa¢do direta e na
manipulacao concreta; de outro, o saber tedrico, estruturado em um sistema légico de
proposicdes e demonstracoes. A transicdo entre esses dois niveis de compreensdo é um
dos grandes desafios do ensino de matematica, e a Geometria Dinamica oferece meios
eficazes para atravessa-lo. Ao manipular figuras que se transformam continuamente e
ainda assim preservam determinadas propriedades, os alunos podem desenvolver uma

forma de pensar mais flexivel, que integra o raciocinio visual ao l6gico. Essa integracao é
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especialmente valiosa para a formulagdo de argumentos formais, pois permite que os
estudantes fagam inferéncias com base em padroes percebidos dinamicamente.

Dessa forma, espera-se que a pratica com ambientes de geometria dindmica nao
apenas auxilie na aprendizagem de conteddos especificos, mas também contribua para o
desenvolvimento de uma postura mais reflexiva, investigativa e autbnoma frente ao
conhecimento matematico. Ao integrar visualizacdo, experimentacdo e deducdo, as
atividades aqui planejadas almejam propiciar aos alunos um avango na construcao de
saberes geométricos e das fungdes reais de variavel real, superando a simples
memorizacdo de férmulas ou procedimentos. Com isso, amplia-se o potencial da
Geometria ser compreendida ndo apenas como um conjunto de regras, mas como uma

linguagem poderosa de interpretacdo e explicagdo do mundo.
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Apéndices

Apéndice 1 - Primeira sequéncia de atividades - para estudantes do 1° ano do Ensino
Médio
Esta sequéncia se constitui como um conjunto de nove problemas geométricos
sobre areas de figuras planas, todos eles resultando em fung¢des dos seguintes tipos:
funcao constante, funcdo afim, funcao quadratica ou funcao de varias sentencas.
Problema n°® 01: Construir um retingulo de dimensoes 4 e 3 unidades de
comprimento. Marcar um ponto arbitrdrio em um dos lados maiores. Determinar a drea
do tridngulo cujos vértices sdo o ponto arbitrdrio e as extremidades do lado oposto do
retdangulo.

D C

A B
-5 -4 3 2 1

Construcgao: 12 etapa
Construa o retangulo ABCD tal que AB =4 e BC =3. Marque o ponto E
pertencente ao segmento CD e construa o tridngulo ABE. Investigue a variacdo da area em
funcao da medida do segmento DE.
Questoes propostas:
1. Calcule a area do retangulo ABCD.
2. Caso o ponto E coincida com o ponto médio de CD, como classificamos o
triangulo ABE em rela¢do aos lados?
3. Caso o ponto E coincida com o ponto C, ou com o ponto D, como classificamos o
triangulo ABE em relacdo aos angulos?
Construcgao: 22 etapa.
Construa um grafico cartesiano que represente a variacdo da area do tridngulo ABE
em funcdo da medida do segmento DE. Este grafico sera relacionado a figura construida

na 12 etapa. Para isto, digite no campo de entrada as coordenadas de um ponto P cuja
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abscissa é a medida do segmento DE, e a ordenada é a medida da area do tridngulo ABE.
Movimente o ponto E sobre o segmento DC e observe o rastro deixado pelo ponto P.
Questodes propostas:
4. Sendo ABCD um retangulo, e sendo E um ponto sobre DC, mostre que a area do
triangulo ABE nao varia, independentemente da escolha do ponto E.
5. Considerando DE = x e a fungdo f(x) = Aypg, determine o dominio e o

conjunto imagem desta funcgao.

Problema n°® 02: Construir um retiangulo cujos lados tém medidas 5 e 4 unidades
de comprimento. Por um ponto arbitrdrio de um dos lados menores, tracar uma reta
perpendicular a este lado, reta esta que dividird o retingulo inicial em dois retingulos
cujas diagonais serdo tragadas. Determinar a drea do quadrildtero que é limitado pelas

quatro diagonais.

C D
5
G 4
3
E F
2
H
B AT

8 3 6 5 4 B L

Construgao: 12 Etapa.

Construa o retangulo ABCD tal que AB=5 e BC = 4. Marque o ponto E
pertencente ao segmento BC e trace uma reta perpendicular a BC passando por E. Marque
o ponto F de intersec¢do desta reta com o segmento AD. Trace os segmentos AE, BF, e ED
e FC e seus pontos de intersec¢do G e H, como na figura. Construa o quadrilatero EHFG e
investigue a variacdo da sua drea em fun¢do da medida do segmento BE.

Questdes propostas:
1. Qual aarea do retangulo ABCD?
2. Supondo que BE = 1 unidade, qual a area do quadrilatero EHFG?

Construgao: 22 Etapa.
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Construa um grafico cartesiano que represente a variacao da area do quadrilatero
EHFG em funcdo da medida do segmento BE. Este grafico sera relacionado a figura
construida na 12 etapa. Para isto, digite no campo de entrada as coordenadas de um ponto
P cuja abscissa é a medida do segmento BE, e a ordenada é a medida da area do
quadrilatero EHGF. Movimente o ponto E sobre o segmento BC e observe o rastro deixado
pelo ponto P.

Questoes propostas:

Considerando BE = x, calcule a drea do quadrilatero EHFG em funcéo de x.

4. Escreva o Dominio e o Conjunto Imagem da fun¢do encontrada no item anterior.
Descreva a interpretacdo sobre a variacdo da area de EHFG que o modelo

encontrado fornece.

Problema n°® 03: Construir um quadrado ABCD cujos lados medem 2 unidades de
comprimento. Marcar um ponto arbitrdrio E do lado AB, e determinar o ponto F sobre o
lado AD, tal que AE = AF. Determinar a drea do quadrildtero AECF, em funcdo da medida
de AE.

D C

L 3

A

3 2 4
Construcao: 12 Etapa.

Construa o quadrado ABCD tal que AB = 2. Marque um ponto E qualquer
pertencente ao segmento AB e trace uma circunferéncia de centro A passando por E.
Marque o ponto F de intersec¢do desta circunferéncia com o segmento AD. Construa o
quadrilatero AECF e investigue a variacdo da sua area em fun¢do da medida do segmento
AE.

Questdes propostas:
1. Qual aarea do quadrado ABCD?
2. Considerando AE = 1 unidade, calcule a drea do quadrilatero AECF.

Construgao: 22 Etapa.
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Construa um grafico cartesiano que represente a variacao da area do quadrilatero

AECF em func¢do da medida do segmento AE. Este grafico sera relacionado a figura
construida na 12 etapa. Para isto, digite no campo de entrada as coordenadas de um ponto
P cuja abscissa é a medida do segmento AE, e a ordenada é a medida da area do
quadrilatero AECF. Movimente o ponto E sobre o segmento AB e observe o rastro deixado
pelo ponto P.

Questdes propostas:

3. Considerando AE = x, calcule a area do quadrilatero AECF em fungao de x.

4. Escreva o dominio e o conjunto imagem desta fungao.

5. Qual é o tipo de fungdo encontrada neste problema?

Problema n°® 04: Construir um quadrado ABCD cujos lados medem 2 unidades de
comprimento. Por um ponto arbitrdrio F da diagonal AC, tracar os segmentos ED e EB, e
seus pontos médios, F e G, respectivamente. Determinar a drea do quadrilatero EGCF, em

funcdo da medida de AE.

25

1.5

Construcao: 12 Etapa.
Construa o quadrado ABCD tal que AB = 2. Trace a diagonal AC e marque um ponto

E qualquer pertencente a diagonal AC. Trace os segmentos ED e EB e marque seus
respectivos pontos médios: os pontos F e G. Construa o quadrilatero EFCG e investigue a
variacdo da sua area em fun¢do da medida do segmento AE.

Questdes propostas:

1. Qual aarea do quadrado ABCD?

2. Qual a medida da diagonal AC?
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3. Qual a distancia entre os pontos F e G?

4. Supondo que AE = g unidades, qual a area do quadrilatero EFCG?
Construgao: 22 etapa.
Construa um grafico cartesiano que represente a variacdo da area do quadrilatero
EFCG em fun¢do da medida do segmento AE. Este grafico serad relacionado a figura
construida na 12 etapa. Para isto, digite no campo de entrada as coordenadas de um ponto
P cuja abscissa é a medida do segmento AE, e a ordenada é a medida da area do
quadrilatero EGCF. Movimente o ponto E sobre a diagonal AC e observe o rastro deixado
pelo ponto P.
Questdes propostas:
5. Considerando AE = x, calcule a area do quadrilatero EFCG em funcao de x.
6. Escreva o dominio e o conjunto imagem desta fungao.

7. Escreva os valores maximo e minimo desta funcao.

Problema n° 05: Construir um quadrado ABCD cujos lados medem 3 unidades de
comprimento. Marcar um ponto E arbitrdrio no segmento AB. Construir o quadrado AEGF,
tal que F € AD. Prolongar EG até obter o ponto de interseccdo I com o lado CD e prolongar
FG até obter o ponto de interseccao H com o lado BC. Determinar a soma das dreas de
AEGF e GHCI em fun¢do da medida do segmento AE.

D | C

4

A E
-4 -3 -2 -

Construcao: 12 Etapa.

Construa o quadrado ABCD tal que AB = 3. Marque um ponto E qualquer
pertencente ao lado AB e marque F € AD tal que AF = AE. Trace os segmentos EI e FH
taisque El L ABeFH 1L AD,comH € BC el € CD.Marque o ponto G de interseccao de EI
e FH. Construa os quadrilateros AEGF e GHCI e investigue a variacdo da soma de suas areas

em funcao da medida do segmento AE.
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Questdes propostas:
1. Qual a area do quadrado ABCD?
2. Mostre que GHCI é também um quadrado.
3. Considerando AE = 2 unidades, calcule a soma das areas dos quadrados AEGF
e GHCI.
4. 0 queocorre com a soma das areas dos quadrados AEGF e GHCI quando o ponto
E coincide com o ponto A? E quando o ponto E coincide com o ponto B?
Construgao: 22 Etapa.
Construa um grafico cartesiano que represente a variagcdo da area do quadrilatero
EFCG em funcdo da medida do segmento AE. Este grafico sera relacionado a figura
construida na 12 etapa. Para isto, digite no campo de entrada as coordenadas de um ponto
P cuja abscissa é a medida do segmento AE, e a ordenada é a soma das medidas das areas
dos quadrilateros AEGF e GHCI. Movimente o ponto E sobre o lado AB e observe o rastro
deixado pelo ponto P.
Questdes propostas:
9. Calcular a soma das areas dos quadrados AEGF e GHCI em fun¢do da medida x
do segmento AE.
10. Qual é o valor de x que minimiza a soma das areas de AEGF e GHCI e qual o valor
minimo desta soma?
11.Sendo f(x) a funcdo que representa a soma das areas de AEGF e GHCI,

determine o dominio e a imagem desta funcgao.

Problema n° 06: Construir um quadrado ABCD com lado medindo 2 unidades e
marcar os pontos E, F, G e H, com E € AB, F € BC, G € CD e H € DA, de maneira tal que
AE=BF=CG=DH, conforme figura abaixo.
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Construgao: 12 Etapa.

Construa o quadrado ABCD tal que AB = 2. Marque um ponto E qualquer
pertencente ao lado AB e marque os pontos F € BC,G € CD e H € DA taisque AE = BF =
CG = DH. Construa o quadrilatero EFGH e investigue a variacdo de sua 4rea em funcio da
medida do segmento AE.

Questdes propostas:

1. Mostre que o quadrilatero EFGH é um quadrado.

2. Calcule a drea do quadrado EFGH considerando que AE = 0,5 unidades.

3. Qual a area de EFGH quando E coincide com o ponto A? E com o ponto B?

Construgao: 22 Etapa.

Construa um grafico cartesiano que represente a variacdo da area do quadrilatero
EFCG em fun¢do da medida do segmento AE. Este grafico serd relacionado a figura
construida na 12 etapa. Para isto, digite no campo de entrada as coordenadas de um ponto
P cuja abscissa é a medida do segmento AE, e a ordenada é a medida da area do
quadrilatero EFGH. Movimente o ponto E sobre o lado AB e observe o rastro deixado pelo
ponto P.

Questdes propostas:

4, Considerando AE = x, determine uma expressdo para a area do quadrado
EFGH.
5. Determine as coordenadas do ponto P que minimizam a area de EFGH.

6. Escreva o dominio e o conjunto imagem da fungdo f(x) = Agpeu-

Problema n° 07: Construir um retidngulo ABCD tal que AB = 3 unidades e BC = 2

unidades. Nos quatro vértices A, B, C e D, construa quadrados congruentes, cuja medida
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do lado seja menor do que a metade da medida de BC. Assim, serdo criados os quadrados
AGNE BIOH, CKPJ] e DMQL, conforme figura abaixo. Determinar a variacdo da soma das
dreas dos quadrildteros GHON, IJPO, KLQP e MFNQ em funcdo da medida do segmento AF.

Construgao: 12 Etapa.

Construa o retdngulo ABCD tal que AB = 3 e BC = 2. Marque E, o ponto médio de
AD, e construa o segmento AE. Marque o ponto F qualquer, pertencente ao segmento AE
e marque os pontos G,H € AB; I,] € BC; K,L € CD; M € AD, tais que AF = AG = BH =
BI = C] = CK = DL = DM. Trace os segmentos FI, M], GL e HK. Marque os pontos de
interseccdo: FIN GL = {N},FIN HK = {0}, M] n HK = {P}e M] N GL = {Q}. Construa os
quadrilateros GHON, IJPO, KLQP e MFNQ e investigue a variacdo da soma de suas areas
em funcao da medida do segmento AF.

Questdes propostas:

1. Mostre que GHON, IJPO, KLQP e MFNQ sdo retangulos.

2. Calcule a soma das areas de GHON, IJPO, KLQP e MFNQ quando AF = 0,5

unidades.
Construgao: 22 Etapa.

Construa um grafico cartesiano que represente a variacao da area do quadrilatero
EFCG em funcdo da medida do segmento AF. Este grafico serd relacionado a figura
construida na 12 etapa. Para isto, digite no campo de entrada as coordenadas de um ponto
R cuja abscissa é a medida do segmento AF, e a ordenada é a soma das medidas das areas
dos quadrilateros GHON, IJPO, KLQP e MFNQ. Movimente o ponto F sobre o segmento AE
e observe o rastro deixado pelo ponto R.

Questdes propostas:

3. Deduza uma expressao algébrica para a soma das areas dos retangulos GHON,

[JPO, KLQP e MFNQ, em funcao da medida x do segmento AF.
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4. Determine as coordenadas de R que maximizam a soma das areas dos
retangulos GHON, IJPO, KLQP e MFNQ.
5. Sendo f(x) = Aguon + Ajpo + Akrop + Aurng, determine o dominio e o

conjunto imagem de f(x).

Problema n° 08: Construir um quadrado ABCD cujos lados medem 2 unidades.
Tracar suas diagonais AC e BD. Marcar um ponto E qualquer sobre a diagonal AC.
Determinar a drea do tridngulo EBD em funcdo da medida do segmento AE.

D C

A B

3 2 -1

Construgao: 12 Etapa.

Construa o quadrado ABCD tal que AB = 2. Trace a diagonal AC e, sobre ela,
marque um ponto E qualquer. Construa o triangulo EBD e investigue a variacdo de sua
area em fun¢do da medida do segmento AE.

Questoes propostas:

1. Calcule a medida da diagonal AC do quadrado ABCD.

2. Mostre que EBD é um triangulo is6sceles ou um segmento.

3. Calcule a drea do tridangulo EDB quando AE = \/2—5 unidades.

4. Calcule a area do triangulo EDB quando AE = 32£ unidades.

Construgao: 22 Etapa.

Construa um grafico cartesiano que represente a variacao da area do triangulo EBD
em funcdo da medida do segmento AE. Este grafico sera relacionado a figura construida
na 12 etapa. Para isto, digite no campo de entrada as coordenadas de um ponto P cuja
abscissa é a medida do segmento AE, e a ordenada é a medida da area do quadrilatero
EFGH do triangulo EBD. Movimente o ponto E sobre a diagonal AC e observe o rastro

deixado pelo ponto P.
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Questdes propostas:

5. Determine expressdes para a altura EF relativa a base BD do triangulo EBD em
funcdo da medida x do segmento AE.

6. Determine expressdes para a area do triangulo EBD em fun¢do da medida x do
segmento AE.

7. Sendo f(x) = Aggp determine o dominio e o conjunto imagem de f(x).

Problema n° 09: Construir um losango BECD de centro A, tracando suas duas
diagonais de medidas BC = 6 e DE = 4 unidades de comprimento. Por um ponto
arbitrdrio F da diagonal maior, tracar uma reta perpendicular a esta e determinar a drea
da regido que é interior ao losango e que se situa d esquerda da reta construida, em fungdo

da medida do segmento CF.

Construgao: 12 Etapa.

Construa o losango BECD a partir de seu centro A, tal que AB = AC =3 e AD =
AE = 2. Trace as diagonais BC e DE, e os caminhos poligonais CEB e CDB. Marque um
ponto F qualquer sobre a diagonal BC. Trace uma reta perpendicular a diagonal BC,
passando por F. Marque os pontos G e H de interseccdo desta perpendicular com os
caminhos poligonais CEB e CDB, respectivamente. Posicione F entre os pontos A e B e
construa o pentdgono GECDH. Note que ao movimentar o ponto F de modo que fique
localizado entre A e C, a area do pentagono GECDH se transforma na area do tridangulo
GCH. Investigue a variacdo da area desta regido em funcao da medida do segmento CF.

Questdes propostas:

1. Como calcular a area do losango BECD?
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2. Considerando CF = 1,5, calcular a area da regido interior ao losango e a esquerda
da reta considerada.

3. Considerando CF = 4,5, calcular a area da regido interior ao losango e a esquerda
da reta considerada.

Construgao: 22 etapa.

Construa um grafico cartesiano que represente a variagao da drea da regido interna
ao losango BECD e situada a esquerda da perpendicular a BC passando por F, em fungdo
da medida do segmento CF. Este grafico sera relacionado a figura construida na 12 etapa.
Para isto, digite no campo de entrada as coordenadas de um ponto P cuja abscissa é a
medida do segmento CF, e a ordenada é a medida da area do pentagono GECDH.
Movimente o ponto F sobre a diagonal BC e observe o rastro deixado pelo ponto P.

Questdes propostas:
4. Considerando CF = x, calcular a medida do segmento GH.
5. Considerando CF = x, calcular expressdes para a area da regido interior ao losango

e a esquerda da reta considerada.

6. Denominando f a funcdo que associa a medida x do segmento CF a drea da regido

R, determine o dominio e o conjunto Imagem de f.
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Apéndice 2 - Segunda sequéncia de atividades - para estudantes do 3° ano do Ensino
Médio

Esta sequéncia se constitui como um conjunto de cinco problemas geométricos
sobre areas de figuras planas, todos eles resultando em fung¢des trigonométricas dos
seguintes tipos: fun¢do seno, funcdo cosseno e funcdo tangente, em alguns casos
combinadas com a fun¢do modular. Estas atividades foram planejadas para estudantes do
3° ano do Ensino Médio.

Problema n° 01: Construir um circulo unitdrio de centro A e didmetro BC. Seja D
um ponto qualquer do circulo e seja @ = BAD marcado no sentido anti-horario, sendo a

um arco da 12 volta. Determine a drea do tridngulo BCD em funcdo de a.

Construgdo: 12 etapa.
Trace um circulo de centro A e raio unitario. Trace uma reta passando pelo centro
A. Marque B e C, pontos de intersec¢do do circulo com a reta tracada. Marque um ponto
qualquer D sobre o circulo e marque o angulo BAD = a. Construa o triangulo BCD.
Questoes propostas:
Como sao classificados os triangulos ABD e ADC em relagdo aos lados?
Qual a medida do angulo DAC em fungio de a?
Quais as medidas dos angulos ADC e ADB em funcio de a?
Como podemos classificar o triangulo BCD em relagdo aos angulos?
Considerando a = 30°, calcule a area do triangulo BCD.
Considerando a = 120°, calcule a area do triangulo BCD.

Considerando a = 225°, calcule a area do triangulo BCD.

® N ok~ WD

Considerando a = 330°, calcule a area do triangulo BCD.
Construgao: 22 etapa.
Construa um grafico cartesiano que represente a variacdo da area triangulo BCD

em fun¢io da medida do angulo BAD = a. Este grafico sera relacionado a figura
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construida na 12 etapa. Para isto, digite no campo de entrada as coordenadas de um ponto
P cuja abscissa é a medida do angulo «, e cuja ordenada é a medida da area do triangulo
BCD. Movimente o ponto D sobre o circulo e observe o rastro deixado pelo ponto P.
Questoes propostas:
9. Calcule uma expressao para a altura h do triangulo BCD, relativa a hipotenusa BC.
Calcule a expressdo para a area do triangulo BCD.
10. Para quais valores de o temos que BCD possui drea maxima? Qual o valor desta
area maxima?
11. Para quais valores de o temos a area minima de BCD? Qual o valor desta area
minima?
12. Escreva o dominio, a imagem e o periodo da func¢do f(a) = Agcp-

Problema n°® 02: Construir uma regido poligonal formada pela composicdo de duas
formas: um retangulo ABCD com dimensoes AB = 1 unidade e BC = 3 unidades e um
losango EFHG cujo lado mede 1 unidade e cujo dngulo interno GEF = a tem medida
variando no sentido anti-hordrio, sendo a um arco da 14 volta. Os pontos E e G pertencem
ao segmento AD e AE = EG = GD = 1. Determine a drea da regido poligonal ABCDGHFE

em fungdo de .

Construcgao: 12 etapa.

Construa um retangulo ABCD tal que AB = 1 e BC = 3. Marque o ponto E € AD
tal que AE = 1. Trace um circulo com centro em E e raio EA = 1 e, sobre ele, marque um
ponto arbitrario F. Marque o ponto G de intersec¢do deste circulo com AD, sendo A e G
distintos. Construa o losango EFHG por meio de retas paralelas. Construa o poligono
ABCDGHFE e investigue a variacdo da area da regido poligonal ABCDGHFE em funcao da
medida do angulo GEF = a.

Questoes propostas:

Calcule a area da regido poligonal ABCDGHFE quando:
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1. a=30°

2. a=90°

3. a=135"

4, a = 240°.

5 a=270°

6. a = 330°.

7. a =0°0ua = 180°.

Construgao: 22 etapa.
Construa o grafico cartesiano diretamente a partir da figura construida na 12 etapa.
Crie o ponto P digitando suas coordenadas no campo de entrada. Sua abscissa é « = GEF
e sua ordenada é a area da regido poligonal ABCDGHFE. Habilite o rastro do ponto P e
movimente o ponto F sobre o circulo. Observe a trajetéria descrita pelo ponto P.
Questoes propostas:
8. Determine uma expressao para a area da regido ABCDGHFE.
9. Paraquaisvalores de a temos que ABCDGHFE possui area maxima? Qual o valor
desta area maxima?
10. Para quais valores de o temos a area minima de ABCDGHFE? Qual o valor desta
area minima?

11.Escreva o dominio e a imagem da funcao f (@) = AapcpcHFE-

Problema n° 03: Construir um quadrado ABCD cujo lado mede 2 unidades e um
circulo de centro E e raio EA, onde E é ponto médio de AB. Marcar um ponto qualquer F
sobre o circulo, de modo que BEF = a tem medida variando no sentido anti-hordrio,
sendo a um arco da 12 volta. Por F tracar uma perpendicular ao lado AB, tal que essa
perpendicular interseccione os lados AB e CD nos pontos G e H, respectivamente.

Determine a drea do quadrildatero AGHD em fungdo de .
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Construgdo: 12 Etapa.

Construa o quadrado ABCD, cujo lado mede 2 unidades. A seguir, marque o ponto
médio E do lado AB e trace o circulo de centro E e raio EA. Marque um ponto arbitrario F
sobre o circulo e marque o dngulo @ = BEF no sentido anti-horario. Pelo ponto F baixe
uma perpendicular ao lado AB e marque os pontos de intersec¢do desta reta com os lados
AB e CD, os pontos G e H, respectivamente. Construa o quadrilatero ADHG e investigue a
variacgdo da sua area em fun¢io da medida do angulo a = BEF.

Questao proposta:

1. Explique por que o quadrilatero ADHG é um retangulo.

Calcule a area do quadrilatero ADHG quando:

2. a=0°

3. a=30°
4, a =90°.
5. a=120°
6. a =180°.
7. a=225°
8. a=270°
9. a=300°
10.a = 360°.

Construgao: 22 etapa.
Construa o grafico cartesiano diretamente a partir da figura construida na 12 etapa.
Crie o ponto P digitando suas coordenadas no campo de entrada. Sua abscissa é « = BEF
e sua ordenada é a area do retangulo ADHG. Habilite o rastro do ponto P e movimente o
ponto F sobre o circulo. Observe a trajetoria descrita pelo ponto P.
Questodes propostas:
11. Deduza uma férmula que expresse a area do retdngulo ADHG em funcao de o.
12. Para quais valores de a temos que ADHG possui drea maxima? Qual o valor desta
area maxima?
13. Para quais valores de o temos a drea minima de ADHG? Qual o valor desta area
minima?

14. Escreva o dominio e a imagem da funcao f(a) = Aapue -
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Problema n°® 04: Construir um tridngulo ABC com AB = 2 unidades, sendo A e B
pontos fixos e C um ponto qualquer sobre o circulo de centro A e raio unitdrio. Seja o
angulo BAC = a com medida variando no sentido anti-hordrio, sendo a um arco da 1%

volta. Construir o quadrado BCDE, e determinar sua drea em funcdo de a.

D

Construgao: 12 etapa.

Tragar o segmento AB, de modo que AB = 2 unidades. Construir um circulo de raio
unitario com centro em A e marcar um ponto C arbitrario sobre este circulo. Marcar o
angulo @ = BAC no sentido anti-horario. Por fim, construir o quadrado BCDE. Investigar
a variacdo da area de BCDE em funcgéo de a.

Questado proposta:

Calcule a area do quadrado ABCD nos seguintes casos:

1. a=0°

2. a =45°
3. a=90°
4. a=120°
5. a =180°
6. a=210°
7. a=270°
8. a =300°
9. a =360°

Construcgao: 22 Etapa

Construa o grafico cartesiano diretamente a partir da figura construida na 12 etapa.
Crie o ponto P digitando suas coordenadas no campo de entrada. Sua abscissa é @« = BAC
e sua ordenada é a area do quadrado BCDE. Habilite o rastro do ponto P e movimente o

ponto C sobre o circulo. Observe a trajetéria descrita pelo ponto P.
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As questdes propostas sdo:

10. Deduza uma férmula que expresse a area do quadrado BCDE em funcdo de o.

11. Para quais valores de a temos que BCDE possui drea maxima? Qual o valor desta
area maxima?

12. Para quais valores de a temos a drea minima de ADHG? Qual o valor desta area
minima?

13. Escreva o dominio e a imagem da funcao f(a) = Agcpk -

Problema n° 05: Construir um circulo de centro A e raio medindo 2 unidades, e
uma reta r, que passa por A e intersecciona o circulo em B. Seja C um ponto qualquer
sobre este circulo, por este ponto tracamos uma reta t, tangente ao circulo. Seja D o ponto
de interseccdo das retas r e t e seja o dngulo DAC = a com medida variando no sentido
anti-hordrio, sendo a um arco da 12 volta. Determinar a drea do tridngulo ACD em funcdo

dea.

Construgao: 12 etapa.

Trace um circulo de centro A eraio AB = 2 unidades. Trace areta r que passa pelos
pontos A e B, sendo B um ponto fixo do circulo. Marque um ponto C arbitrario sobre o
circulo. Trace o segmento AC e trace a reta t, tangente ao circulo e que passa pelo ponto
C, para isto basta construir a reta perpendicular a AC que passa por C. Marque o ponto D
de interseccdo das retas r e t. Marque o angulo a = DAC, medido no sentido anti-horério.
Investigue a area do tridangulo ACD em fungao de a.

Questoes propostas:

Calcule a area do triangulo ACD quando:

1. a=0°
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2. a =45°
3. a=60°
4, a=90°
5. a=150°
6. a=180°
7. a=240°
8. a=270°
9. a=330°
10.a = 360°

Construgao: 22 etapa.

Construa um grafico cartesiano que represente a variagdo da area do tridngulo ACD
em funcdo da medida do angulo a = DAC. Este grafico sera relacionado a figura
construida na 12 etapa. Para isto, digite no campo de entrada as coordenadas de um ponto
P cuja abscissa é a medida do angulo «, e a ordenada é a medida da area do triangulo ACD.
Movimente o ponto C sobre circulo e observe o rastro deixado pelo ponto P.

Questdes propostas:

11. Deduza uma férmula que expresse a area do triangulo ACD em funcao de a.

12. Para quais valores de a temos que ACD possui area maxima? Qual o valor desta

area maxima?

13. Para quais valores de a temos que ACD possui area minima? Qual o valor desta

area minima?

14. Escreva o dominio e a imagem da funcao f(a) = Aacp -



Apéndice 3 - Protocolos de construgio gerados pelo software GeoGebra

Primeira Sequéncia de atividades - para estudantes do 1° ano do Ensino Médio

Problema n° 01

N. Nome

1 Ponto A
2 [Retaf

3 Retag

4 |Circuloc
5 |Ponto B
6 Retah

7 |Circulod
8 Ponto C
9 Retai

10 Ponto D

11 Segmento j
12 |Segmento k
13 |Segmento |

Segmento
14 m

15 |Ponto E

Triangulo
16 t1

17 Segmento e
18 Segmento a
19 |Segmento b
20 Segmento n

21 |Ponto P

Problema n° 02
N. Nome

1 |Ponto A

Descrigao

Reta passando por A e perpendicular a Eixo

Y

Reta passando por A e perpendicular a f

Circulo com centro A e raio 4

Intersecao de c, f

Reta passando por B e perpendicular a f
Circulo com centro B e raio 3
Intersecao de d, h

Reta passando por C e perpendicular a h

Intersecao de g, i
Segmento A, B
Segmento B, C
Segmento C, D

Segmento D, A

Ponto sobre 1

Poligono A, B, E
Segmento A, B
Segmento B, E
Segmento E, A
Segmento D, E
(n, t1)

Descrigao
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c(x+5)%+(y-1)?2=

d:(x+1*+(y-1)*=9

Valor
A=(-51)
fiy=1
gix=-5
16
B=(-1,1)
h:x=-1
C=(14)
ity=4
D =(-5,4)
j=4
k=3
1=4
m=3
E=(-1,4)
t1=6
e=4
a=3
b=5
n=4
P=(4,6)
Valor



2 Retaf
3 Retag

4 |Circulo c
Ponto B
6 |Retah

7 |Circulod

8 Ponto C

9 Retai

10 Ponto D

11 Segmento j
12 Segmento k
13 |Segmento |
14 Segmento m
15 |Ponto E

16 Retan

17 Ponto F

18 Segmento p
19 Segmento q
20 Segmento r
21 Segmento s
22 Ponto G

23 |Ponto H

Quadrilatero
24 q1

25 |Segmento g 1
26 Segmento e
27 |Segmento h 1
28 Segmento f 1
29 Segmento t
30 Ponto P

Problema n° 03

Reta passando por A e perpendicular a
Eixo X

Reta passando por A e perpendicular a f

Circulo com centro A e raio 5
Intersecao dec, g

Reta passando por B e perpendiculara g

Circulo com centro B e raio 4

Intersecdao de d, h

Reta passando por C e perpendicular a h
Intersecao de f; i

Segmento A, B

Segmento B, C

Segmento C, D

Segmento D, A

Ponto sobre k

Reta passando por E e perpendicular a h
Intersecao de n, m

Segmento C, F

Segmento D, E

Segmento E, A

Segmento F, B

Intersecao de p, q

Intersecao der, s

Poligono G, E, H, F
Segmento G, E
Segmento E, H
Segmento H, F
Segmento F, G
Segmento B, E

(t, ql)

acx+2)P2+(y-1%=

d:x+7)2+(y-1)°=

fix=-2
gy=1
25
B=(-7,1)
h:x=-7
16
C=(-7,5)
ihy=5
D=(-2,5)
j=5
k=4
1=5
m=4
E=(-73)
n:y=3
F=(-23)
p=15,39
q=>5,39
r=2>5,39
s=5,39
G=(-454)
H=(-4,5,2)
qgl=5
g1=2,69
e=2,69
h1=2,69
f1=2,69
t=2
P=(2,5)
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N. Nome Descri¢ao Valor
1 |Ponto A A=(-31)
Reta passando por A e perpendicular a
2 |Retaf Eixo X fix=-3
3 Retag Reta passando por A e perpendicularaf gy=1
4 |Circulo c Circulo com centro A e raio 2 c(x+3)+(y-1)*=4
5 Ponto B Intersecaodec, g B=(-1,1)
6 Retah Reta passando por B e perpendicularag h:x=-1
7 |Circulod Circulo com centro B e raio Raio(c) dE+1D*+ (-1 =4
8 |Ponto C Intersecao de d, h C=(13)
9 Retai Reta passando por C e perpendicularah |i:y=3
10 |Ponto D Intersecao de f, i D =(-3,3)
11 Segmento j Segmento A, B j=2
12 |Segmento k Segmento B, C k=2
13 |Segmento | Segmento C, D 1=2
14 Segmento m Segmento D, A m =2
15 |Ponto E Ponto sobre j E=(-1,86,1)
e:(x+3)2+ (y-1)?*=
16 |Circulo e Circulo por E com centro A 1,31
17 |Ponto F Intersecdo de e, m F=(-3,2,14)
Quadrilatero
18 q1 Poligono A E, G, F ql = 2,29
19 Segmento a Segmento A, E a=1,14
20 Segmentoe1 SegmentoE, C e1=2,18
21 Segmento c 1 Segmento C, F c1=2,18
22 Segmento f 1 Segmento F, A f1=1,14
23 |Ponto P (a, ql) P = (1,14, 2,29)

Problema n°04
N. Nome Descri¢do Valor
1 |Ponto A A=(-3,1)

Reta passando por A e perpendicular a
Reta f Eixo X fix=-3

N

3 Retag Reta passando por A e perpendicularaf |gy=1
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Circulo c

92}

Ponto B
6 |Retah

7 |Circulod

8 |Ponto C

9 Retai

10 Ponto D

11 Segmento j
12 |Segmento k
13 |Segmento |
14 |Segmento m
15 |Segmento n
16 Ponto E

17 |Segmento p
18 |Segmento q
19 Ponto F

20 [Ponto G

Quadrilatero
21 q1

22 Segmento c 1
23 |Segmento f 1
24 Segmento e
25 |Segmento g 1
26 Segmento r
27 Ponto P

Problema n° 05
N. Nome

1 |Ponto A

2 |Retaf
3 Retag

Circulo com centro A e raio 2

Intersecdodec, g

Reta passando por B e perpendiculara g

Circulo com centro B e raio Raio(c)

Intersecao de d, h

Reta passando por C e perpendicular a h

Intersecdo de f, i
Segmento A, B
Segmento B, C
Segmento C, D
Segmento D, A
Segmento A, C
Ponto sobre n
Segmento E, B
Segmento E, D
Ponto médio de q

Ponto médio de p
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c(x+3)+(y-1)2=
4

B=(-1,1)
h:x=-1

dx+1D*+(y-1)>2=
4

C=(1,3)
ity=3
D=(-3,3)

j=2

k=2

1=2

m=2

n=2,83

E =(-1,84,2,16)
p=143
q=143
F=(-242,2,58)

G = (-1,42, 1,58)

Poligono G, F, E, G ql =0,84
Segmento C, F c1=1,48
Segmento F, E f1=0,72
Segmento E, G e=0,72
Segmento G, C g1=1,48
Segmento A, E r=1,64
(r,q1) P = (1,64, 0,84)
Descri¢ao Valor
A=(-41)
Reta passando por A e perpendicular a
Eixo X fix=-4

Reta passando por A e perpendicularaf |gy=1



Circulo c
Ponto B
Reta h
Circulod

Ponto C

O 0| 9 O U1 »

Reta i

10 Ponto D

11 Segmento j
12 |Segmento k
13 |Segmento |
14 |Segmento m

15 |Ponto E

16 Circulo e
17 Ponto F
18 Retan
19 Retap
20 Ponto G
21 Ponto H
22 Ponto |

Quadrilatero
23 q1

24 Segmento a

25 |Segmento e 1
26 Segmento g 1
27 Segmento f 1

Quadrilatero
28192

29 Segmento g 2
30 Segmento h 1
31 Segmento c 1
32 Segmento i1

33 |Ponto P

Circulo com centro A e raio 3

Intersecao dec, g

Reta passando por B e perpendiculara g

Circulo com centro B e raio Raio(c)

Intersecdo de d, h

Reta passando por C e perpendicular a h

Intersecao de f, i
Segmento A, B
Segmento B, C
Segmento C, D
Segmento D, A

Ponto sobre j

Circulo por E com centro A

Intersecao de e, m

Reta passando por E e perpendicular a j

Reta passando por F e perpendicular a m

Intersecdo de n, p
Intersecao de p, k

Intersecao de n, 1

Poligono A, E, G, F
Segmento A, E
Segmento E, G
Segmento G, F
Segmento F, A

Poligono G, H, C, I
Segmento G, H
Segmento H, C
Segmento C, |
Segmento |, G

(a,ql +q2)
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c(x+4)*+(y-1)*=9
B=(-1,1)

h:x=-1

d: (x+1)*+ (y-1)>=9
C=(-1,4)

ity=4

D=(-4,4)

—

P

3
3
3

[e—

m=3
E=(-2671)

e:(x+4)+(y-1)°=
1,76

F=(-4,2,33)
n:x=-2,67
p:y =233
G=(-2,672,33)
H= (-1, 2,33)
Eu=(-2,67,4)
ql=1,76
a=1,33
e1=1,33
g1=133
f1=1,33

q2 =281
g2=1,67
h1=1,67
c1=1,67
i1=1,67

P =(1,33,4,56)



Problema n°® 06
N. Nome

1 |Ponto A

Reta f
Reta g
Circulo c
Ponto B
Retah
Circulo d

Ponto C

O 0 N O U1 | W N

Reta i

10 Ponto D

11 Segmento j
12 |Segmento k
13 |Segmento |
14 Segmento m
15 Ponto E

16 |Circulo e

17 |Circulo p

18 |Circulo q
19 Ponto F
20 Ponto G
21 Ponto H

Quadrilatero

22 q1

23 |Segmento e 1

24 Segmento f 1

25 |Segmento g 1
26 |Segmento h 1

27 Segmento n

Descri¢ao

Reta passando por A e perpendicular a

Eixo X

Reta passando por A e perpendicular a f
Circulo com centro A e raio 2
Intersecaodec, g

Reta passando por B e perpendiculara g
Circulo com centro B e raio Raio(c)
Intersecao de d, h

Reta passando por C e perpendicular a h

Intersecao de f, i

Segmento A, B
Segmento B, C
Segmento C, D
Segmento D, A

Ponto sobre j

Circulo com centro B e raio Segmento (4,

E)

Circulo com centro C e raio Segmento (A,

E)

Circulo com centro D e raio Segmento (A,

E)

Intersecao de e, k
Intersecao de p, 1

Intersecdo de g, m

Poligono E, F, G, H

Segmento E, F
Segmento F, G
Segmento G, H
Segmento H, E
Segmento A, E
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cx+3)*+(y-1)*=4

d:(x+ 1%+ (y-1)*>=4

e:(x+ 1%+ (y-1)?*=

p:(x+ 1%+ (y-3)2*=

q(x+3)*+(y-3)2*=

Valor
A=(-31)
fix=-3
gy=1
B=(-1,1)
h:x=-1
C=(13)
ity=3
D=(-3,3)
j=2

k=2

1=2

m=2
E=(-151,1)
2,22

2,22

2,22
F=(-1,2,49)
G=(-2,49,3)
H=(-3,1,51)
ql =2,48
e1=1,57
f1=1,57
g1=157
h1=1,57
n=1,49
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28 |Ponto P (n,ql1) P = (1,49, 2,48)
Problema n°® 07
N. Nome Descri¢do Valor
1 |Ponto A A=(-41)
Reta passando por A e perpendicular a
2 [Retaf Eixo X fix=-4
3 [Retag Reta passando por A e perpendicularaf giy=1
4 |Circuloc Circulo com centro A e raio 3 c(x+4)>2+(y-1)%=9
5 |Ponto B Intersecao dec, g B=(-1,1)
6 Retah Reta passando por B e perpendicularag h:x=-1
7 Circulod Circulo com centro B e raio 2 dE+1D*+(y-1)*=4
8 |Ponto C Intersecdao de d, h C=(123)
9 Retai Reta passando por C e perpendicularah ji:y=3
10 Ponto D Intersecao de f, i D = (-4, 3)
11 Segmento j Segmento A, B j=3
12 |Segmento k Segmento B, C k=2
13 |Segmento | Segmento C, D 1=3
14 Segmento m Segmento D, A m =2
15 |Ponto E Ponto médio de AD E=(-4,2)
16 Segmento n Segmento A, E n=
17 |Ponto F Ponto sobre n F=(-4,1,64)
e:(x+4)*+ (y-1)?%=
18 |Circulo e Circulo por F com centro A 0,41
p:(x+1)*+ (y-1)>2=
19 Circulo p Circulo com centro B e raio Raio(e) 0,41
q(x+1D*+ (y-3)2*=
20 |Circulo q Circulo com centro C e raio Raio(e) 0,41
r(x+4)>2+(y-3)?2=
21 |Circulor Circulo com centro D e raio Raio(e) 0,41
22 |Ponto G Intersecao de e, j G=(-3,36,1)
23 Ponto H Intersecao de p, j H=(-1,64,1)
24 Ponto | Intersecao de p, k Eu= (-1, 1,64)
25 |Ponto ] Ponto de intersecao de q, k ] = (-1, 2,36)

26 Ponto K Intersecao de q, 1 K= (-1,64, 3)



27 Ponto L
28 Ponto M
29 Segmento s
30 |Segmento t
31 |Segmento a
32 Segmento b
33 |Ponto N
34 Ponto O
35 Ponto P
36 Ponto Q

Quadrilatero
37 q1

38 Segmento g 1
39 |Segmento h 1
40 |Segmento o

41 Segmento n 1

Quadrilatero
42 |q2

43 |Segmento o 1
44 Segmento i1
45 Segmentoj 1
46 Segmento p 1

Quadrilatero
47 |q3

48 Segmento p 2
49 Segmento k 1
50 |[Segmento 1 1
51 Segmento q 1

Quadrilatero
52 |q4

53 |Segmento q 2
54 Segmento m 1
55 |Segmento f 1

56 Segmento n 2

Intersecdo der, |

Ponto de intersecao de r, m
Segmento F, |

Segmento M, |

Segmento H, K

Segmento G, L

Intersecao de s, b
Intersecdo de a, s
Intersecdo de t, a

Intersecao det, b

Poligono G, H, O, N
Segmento G, H
Segmento H, O
Segmento O, N
Segmento N, G

Poligono O, 1, ], P
Segmento O, I
Segmento [, ]
Segmento |, P
Segmento P, O

Poligono P, K, L, Q
Segmento P, K
Segmento K, L
Segmento L, Q
Segmento Q, P

Poligono Q, M, F, N
Segmento Q, M
Segmento M, F
Segmento F, N
Segmento N, Q
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L=(-3,36,3)
M = (-4, 2,36)
=3
=3
a=2
b=2
N = (-3,36, 1,64)
0=(-1,64,1,64)
P =(-1,64, 2,36)
Q=(-3,36,2,36)
ql=1,1
g1=1,72
h1=0,64
o=1,72
n1= 0,64
q2=10,46
01=0,64
i1=0,72
j1=10,64
p1=0,72
qg3=1,1
p2=0,64
k1=1,72
11=0,64
q1=1,72
q4 =0,46
qz2=0,64
m1=0,72
f1=0,64
nz2=0,72
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57 |Segmentor 1 Segmento A, F r1=0,64
58 |Ponto R (r1,9q14+92+qg3+qg4) R = (0,64, 3,12)

Problema n° 08

N. Nome Descri¢do Valor
1 |Ponto A A=(-31)
Reta passando por A e perpendicular a Eixo
2 |Retaf X fix=-3
3 Retag Reta passando por A e perpendicular a f gy=1
4 |Circulo c Circulo com centro A e raio 2 c(x+3)32+(y-1)*=4
5 |PontoB Intersecao dec, g B=(-1,1)
6 Retah Reta passando por B e perpendiculara g h:x=-1
dEx+1D*+(y-1)%*=
7 |Circulod Circulo com centro B e raio Raio(c) 4
8 |Ponto C Intersecao de d, h C=(13)
9 Retai Reta passando por C e perpendicular a h ity=3
10 |Ponto D Intersecdo def, i D =(-3,3)
11 Segmentoj Segmento A, B j=2
12 |Segmento k Segmento B, C k=2
13 |Segmentol Segmento C,D 1=
14 Segmento m Segmento D, A m =2
15 |Segmento n Segmento A, C n=2.83
16 Segmento p |Segmento B, D p=2.83
17 |Ponto E Ponto sobre n E =(-2.42,1.58)
18 |Ponto F Intersecdo de n, p F=(-22)
19 Triangulo t1 Poligono D, B, E tl =0.85
20 Segmento e Segmento D, B e=2.83
Segmento
21 |d1 Segmento B, E di1 = 1.54
22 Segmento b Segmento E, D b =1.54
23 Segmento q |Segmento A, E q=0.82
24 Ponto P (q,t1) P =(0.82,0.85)

Problema n° 09

N. Nome Descri¢ao Valor
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1 |Ponto A A=(-6,4)
Reta passando por A e perpendicular a
2 |Retaf Eixo X fix=-6
3 Retag Reta passando por A e perpendicularaf gy =4
c(x+6)*+ (y-4)>
4 |Circulo c Circulo com centro A e raio 3 =9
d: (x + 6)* + (y - 4)?
5 |Circulod Circulo com centro A e raio 2 =4
6 |Ponto B Intersecao dec, g B=(-3,4)
7 |Ponto C Intersecaodec, g C=(94)
8 |PontoD Intersecao de d, f D =(-6,2)
9 Ponto E Intersecao de d, f E=(-6,6)
CaminhoPoligonal
10 h Caminho Poligonal C, E, B h=721
11 |CaminhoPoligonal i |Caminho Poligonal C, D, B i=1721
12 Segmento j Segmento C, B j=6
13 |Segmento k Segmento E, D k=4
14 Ponto F Ponto sobre j F=(-511,4)
15 Varejo Reta passando por F e perpendicularaj [l:x=-5,11
16 |Ponto G Intersecdo del, h G=(-5,11,54)
17 |Ponto H Intersecao del, i H=(-5,11, 2,6)
18 |Pentagono poll Poligono C, E, G, H, D poll = 9,04
19 Segmento c 1 Segmento C, E c1=3,61
20 |Segmento e Segmento E, G e=1,07
21 Segmento g 1 Segmento G, H g1=2,81
22 |Segmento h 1 Segmento H, D h1=1,07
23 |Segmento d 1 Segmento D, C di1=3,61
24 Segmento m Segmento C, F m = 3,89
25 Ponto P (m, poll) P = (3,89, 9,04)

Segunda Sequéncia de atividades - para estudantes do 3° ano do Ensino Médio

Problema n° 01

N. Nome Descrigao

1 |Ponto A

Valor
A=(-2,2)
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Circulo ¢

Reta f
Ponto B
Ponto C
Ponto D
Angulo «
Triangulo t1
Segmento b

Segmento

10|c1

11 Segmento d

12 Segmento g
13 Ponto P

Problema n° 02

N. Nome

1 |Ponto A

2 |Retaf

3 |Retag

4 |Circulo c
Ponto B

6 |Retah

7 |Circulod

8 |Ponto C

9 Retai

10 |Ponto D

11 |Ponto E

12 |Circulo e

13 |Segmento j

Circulo com centro A e raio 1

Reta passando por A e perpendicular a Eixo

Y

Intersecdo de c, f
Intersecdo de c, f
Ponto sobre c
Angulo entre C, A, D
Poligono C, D, B
Segmento C, D

Segmento D, B
Segmento B, C
Segmento A, D
(a, t1)

Descri¢do

Reta passando por A e perpendicular a Eixo

X

Reta passando por A e perpendicular a f

Circulo com centro A e raio 1
Intersecao de c, f

Reta passando por B e perpendicular a f

Circulo com centro B e raio 3

Intersecdo de d, h

Reta passando por C e perpendicularah
Intersecao de g, i

Intersecaodec, g

Circulo com centro E e raio Raio(c)

Segmento A, B
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c(x+2)*+(y-2)?2=
1

fiy=2
B=(-32)
C=(-1,2)

D =(-1,29,2,7)
a=44,7°
t1=0,7
b=10,76
c1=1,85
d=2

g=1

P =(0,78,0,7)
Valor
A=(-42)
fix=-4
gy=2

c(x+4)*+(y-2) =
1

B=(41)

h:y=1
d:x+4)7+(y-1)?=
9

C=(11
itx=-1

D=(-1,2)
E=(-32)

e:(x+3)*+ (y-2)*=
1

j=1



14 |Segmento |
15 |Segmento m
16 Segmento n

17 |Ponto F

18 |Circulo k
19 |[Ponto G

20 Retap

21 Retaq
22 Retar
23 Ponto H
24 Angulo «

Poligono
25 poll

26 Segmento a

27 |Segmento b

28 Segmento c 1
29 |Segmento d 1
30 |Segmento g 1
31 Segmento h 1
32 Segmento f 1
33 |Segmento e 1

34 Ponto P

Problema n° 03
N. Nome

1 |Ponto A

2 |Retaf
3 Retag

4 |Circulo c

Ponto B

Segmento B, C
Segmento C, D
Segmento D, A

Ponto sobre e

Circulo com centro D e raio Raio(c)

Ponto de interse¢do de k, n
Reta E, F

Reta passando por G e paralelamente a p
Reta passando por F e paralelamentea g
Intersecdo de q, r

Angulo entre Sol, Mi, F&

Poligono A, B,C,D, G, H, F, E
Segmento A, B
Segmento B, C
Segmento C, D
Segmento D, G
Segmento G, H
Segmento H, F
Segmento F, E
Segmento E, A

(o, poll)

Descrigdo

Reta passando por A e perpendicular a
Eixo X

Reta passando por A e perpendicular a f

Circulo com centro A e raio 2

Intersecaodec, g

1=3

m=1

n=23
F=(-2,22,2,63)

k:(x+ 1%+ (y-2)*=
1

G=(-272)
p:-0,63x + 0,78y =
3,44

q:-0,63x + 0,78y =
2,81

rry=263
H=(-1,22,2,63)
a = 38,92°

poll = 3,63
a=1

b=3

c1=1

di=1

gi=1

hi=1

fi=1

e1=1

P = (0,68, 3,63)
Valor
A=(-33)
fix=-3
gy=3
c(x+3)+(y-3)*=
4

B=(-1,3)



6 |Circulod
7 |Retah

8 Ponto C
9 Retai

10 Ponto D
11 Ponto E

12 |Circulo e
13 Ponto F

14 Retaj

15 Ponto G

16 Ponto H

17 Segmento k
18 |Segmento |

19 Segmento m

20 Segmento n

Quadrilatero

21 g1

22 Segmento a

23 Segmento g 1
24 Segmento h 1
25 |Segmento d 1

26 Angulo
27 Ponto P

Problema n° 04

N. Nome

1 Ponto A
2 |Retaf

3 |Circuloc
4 Circulod
5 |Ponto B

Circulo com centro B e raio Raio(c)

Reta passando por B e perpendiculara g
Intersecao de d, h

Reta passando por C e perpendicular a h
Intersecao de f, i

Ponto médio de AB

Circulo por A com centro E
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d:(x+1)*+(y-3)*=
4

h:x=-1
C=(11
ty=1
D=(-3,1)
E=(-2,3)

e(x+2)*+(y-3)?%=
1

Ponto sobre e F=(-1,24, 3,65)
Reta passando por F e perpendicularag |j:x=-1,24
Intersecao dej, g G=(-1,24,3)
Intersecdo de j, i H=(-1,24,1)
Segmento A, B k=2
Segmento B, C 1=2
Segmento C, D m=2
Segmento D, A n=2
Poligono A, G, H, D ql =3,52
Segmento A, G a=1,76
Segmento G, H g1=2
Segmento H, D hi1=1,76
Segmento D, A di=2
Angulo entre B,E, F o=40,61°
(a, q1) P =(0,71,3,52)
Descrigao Valor

A=(-4,2)
Reta passando por A e perpendicular a
EixoY fiy=2

Circulo com centro A e raio 2
Circulo com centro A e raio 1

Intersecao de c, f

cE+4H) P+ (y-2)* =4
d:(x+4)>*+(y-2)*=1
B=(-22)



Ponto C
Segmento g

Angulo a

O 0 3 O

Segmento h
10 Retai
11 Retaj

12 Circulo e
13 Circulo k
14 Ponto D
15 Ponto E

Quadrilatero
16 q1

17 |Segmento b
18 Segmento c1
19 Segmento d1
20 Segmento e1

21 |Ponto P

Problema n° 05
N. Nome
1 |Ponto A

2 |Retaf

Circulo c
Ponto B
Ponto C
Angulo «
Segmento g
Reta h
Ponto D

O 0| N O U1 | W

10 [Triangulo t1

Ponto sobre d
Segmento A, C
Angulo entre B, A, C
Segmento C, B

Reta passando por C e perpendicular a

h

Reta passando por B e perpendicular a

h

Circulo por B com centro C
Circulo por C com centro B
Intersecao de e, i

Intersecao de Kk, j

Poligono B, C, D, E
Segmento B, C
Segmento C, D
Segmento D, E
Segmento E, B

(o, q1)

Descrigao
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C=(-3.61,2.92)
g=1
a=67.15°
h=1.86

i:-1.61x + 0.92y = 8.51

j:-1.61x + 0.92y = 5.07

e: (x +3.61)% + (y-2.92)?
=3.45

ki (x+2)2+ (y-2)2 =345
D = (-2.69, 4.53)
E = (-1.08, 3.61)

ql = 3.45
b=1.86
c1=1.86

di =1.86
e1=1.86

P =(1.17, 3.45)

Valor
A=(-4,3)

Reta passando por A e perpendicular a Eixo

Y

Circulo com centro A e raio 2
Intersecao de c, f

Ponto sobre ¢

Angulo entre B, A, C

Segmento A, C

Reta passando por C e perpendiculara g

Intersecdo de h, f

Poligono A, C, D

fiy=3

c:(x+4)*+ (y-3)2*=
4

B=(-2,3)
C=(-3,24,4,85)
a=67,69°

g=2

h:-0,76x - 1,85y =-6,51
D=(1,27,3)

tl1 =4,88



11 |Segmento d
12 Segmento a

Segmento
13 c1

14 |Ponto P

Segmento A, C
Segmento C, D

Segmento D, A
(a, t1)

d=2
a=4,88

c1=5,27
P = (1,18, 4,88)
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Anexos

Anexo 1 - Questdes da OBMEP que relacionam Geometria e Fungoes

OBMEP 2005, Nivel 3, 22 Fase. Questio 4.

Um prefeito quer construir uma praca quadrada de 10 m de lado, que tera quatro

canteiros triangulares de pedra e um canteiro quadrado de grama, como na figura. O

prefeito ainda ndo decidiu qual sera a drea do canteiro de grama, e por isso o comprimento

do segmento AB esta indicado por x na figura.

A x B

A) Calcule a area do canteiro de grama parax = 2.

B) Escreva a expressao da area do canteiro de grama em funcdo de x. Sabe-se que o
canteiro de grama custa R$ 4,00 por metro quadrado e os canteiros de pedra
custam R$ 3,00 por metro quadrado. Use esta informagdo para responder aos dois
itens a seguir.

C) Qual a menor quantia que o prefeito deve ter para construir os cinco canteiros?

D) Se o prefeito tem apenas R$ 358,00 para gastar com os cinco canteiros, qual é a

area do maior canteiro de grama que a praga podera ter?

OBMEP 2007, Nivel 3, 12 fase. Questio 18.

Qual dos graficos abaixo descreve a variagdo da area do poligono BCDP em funcao

da distancia x = AP?

D
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3 8 3 8 3

5 T © © @

A) B) C) D) E)
| X | X | X X | X

OBMEP 2008, Nivel 3, 22 fase. Questio 3.

Na figura, o triangulo ABC e o retangulo PQRS tém a mesma area e a mesma altura
1. Para cada valor de x entre 0 e 1 desenha-se o trapézio ABED de altura x e depois o
retangulo PQNM de area igual a do trapézio, como na figura. Seja f a funcdo que associa a

cada x a altura do retangulo PQNM.

(a) Qual é arazdo entre AB e PQ?

(b)Qual é o valor de f (%) ?

(c) Ache a expressdo de f(x) e desenhe o grafico de f.

Yy
A

1

.
Ll

1

X

OBMEP 2009, Nivel 3, 12 fase. Questdo 19.

O semicirculo da figura tem centro O e didmetro PQ = 2 cm. O raio OR é
perpendicular a PQ. Por um ponto qualquer M de OR traga-se a corda AB perpendicular a
OR. Sejam x o comprimento de RM, em cm, e y a area do quadrado de lado AB, em cm?2.

Qual dos graficos abaixo expressa a relacao entre x e y?
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P
A
Area=y
REX 7—0
5 Q
y y Y y y
4 4 4 4 4
A) B) C) D) E)
1 X 1 X 1 X 1 X 1 x

OBMEP 2009, Nivel 3, 22 fase. Questdo 5.
Dois triangulos retangulos isésceles com catetos de medida 2 sdo posicionados
como mostra a figura 1. A seguir, o tridngulo da esquerda é deslocado para a direita. Nas

figuras 2 e 3, x indica a distancia entre os vértices A e B dos dois tridngulos.

X

2 -— 2 -— -

u N B A B A

2 2 X X

Para cada x no intervalo [0,4], seja f(x) a area da regido comum aos dois triangulos
(em cinza nas figuras).

(a) Calcule f(1) e f(3).

(b) Encontre as expressdes de f nos intervalos [0,2] e [2,4] e esboce o seu grifico.

y
3

2

1

0 >
x
0 1 2 3 4

(¢) Qual é a area maxima da regido comum aos dois tridngulos?

OBMEP 2011, Nivel 3, 22 fase. Questao 4.
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Na figura, os lados do triangulo DEF sdo paralelos aos lados do triangulo retangulo

ABC. Os pontos H, D, F e G estao alinhadose 0 < x < 5.

C

q

15 cm

20 cm

a) Calcule o comprimento de GH em funcdo de x.
b) Mostre que CG = FG = %xcm.

c) Facga o grafico da area A do tridngulo DEF em fungao de x.

Alcm?) . . . . .
-
oo
N 1 O O O
0
120
100
o
of bt L DL
afbobo b L
A
ol 1 2z 3 4 5 6 7 xem)

OBMEP 2012, Nivel 3, 22 fase. Questio 4.
Na figura abaixo, as retas r e s sdo paralelas. O segmento AB é perpendicular a essas
retas e o ponto P, nesse segmento, é tal que AP = 2 e BP = 1. O ponto X pertence aretare
a medida do segmento BX é indicada por x. O ponto Y pertence a reta s e o triangulo XPY

é retangulo em P.
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&1
A Y S

a) Explique por que os tridngulos PAY e XBP sao semelhantes.

b) Calcule a drea do tridngulo XPY em funcdo de x.
c) Para quais valores de x a area do tridngulo XPY é igual a g ?

d) Determine o valor de x para o qual a drea do triangulo XPY é minima e calcule o

valor dessa area.

OBMEP 2013, Nivel 3, 22 fase. Questdo 4.

A figura mostra um triangulo de papel ABC, retangulo em C e cujos catetos medem 10
cm. Para cada numero x tal que 0 < x < 10, marcam-se nos catetos os pontos que distam
x cm do ponto C e dobra-se o triangulo ao longo da reta determinada por esses pontos.
Indicamos por f(x) a 4rea, em cm?, da regido onde ocorre sobreposicio de papel. Por

exemplo, na fi gura ao lado a drea da regido cinzenta, em cm?, é (7).

Cc

a) Calcule f(2), f(5) e f(7).
b) Escreva as expressdes de f(x) para0 <x <5e5<x <10.

c) Faca o grafico de f(x) em fungdo de x.
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d) Determine o maior valor possivel para a drea da regido de sobreposicao.

OBMEP 2014, Nivel 3, 22 fase. Questdo 2.
Uma formiga anda sobre o contorno de um retangulo ABCD. Ela parte do ponto A,
anda 20 centimetros até chegar em B, depois anda mais 10 centimetros até chegarem C e

finaliza seu trajeto em D. Apds andar x centimetros, a formiga esta em um ponto F do

contorno.
D, - C
A F B

X
a) Quantos centimetros a formiga anda em seu trajeto de A até D?
b) Calcule a area do triangulo ADF quando x = 22 centimetros.
c) Qual é a maior area possivel para um triangulo ADF?
d) Esboce, no plano cartesiano Oxy, o grafico da funcao que associa ao

comprimento x o valor da area do triangulo ADF.
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120
100
80
60
40

20

OBMEP 2015, Nivel 3, 12 fase. Questdo 13.

Um quadrado ABCD tem area 1. Um ponto P desloca-se ao longo da semirreta AB,
partindo do ponto A para a direita, conforme mostra a figura. Se S é a area da regido
compreendida entre os quadrados ABCD e APQR, destacada em cinza, qual é o grafico que

melhor representa a variacao de S em funcdo de x?

R Q
D C D C
R Q
A P B A 5P
X X

A) S B) S C) S D) S E)S

1 1 1 1 1

1 X 1 X 1 X 1 X 1 X

OBMEP 2016, Nivel 3, 12 fase. Questao 11.

Os quadrados da figura tém lados paralelos e o mesmo centro. O quadrado maior

tem lado 10 e o menor tem lado x. Qual é o grafico que expressa a area da regido cinza em

funcado de x?
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10
A) B) C) D) E)

OBMEP 2017, Nivel 3, 12 fase. Questdo 15.

Na figura abaixo, BHEG é um retangulo com BG > BH, e A, C, D, F sdo pontos médios

de seus respectivos lados. Um ponto P desloca-se ao longo da poligonal ABCDEF, partindo

de A até o ponto F.

Qual é o grafico que melhor representa a area R(x) do tridngulo APF em func¢ao da

distancia x percorrida pelo ponto P ao longo dessa poligonal?

A)R C) R
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OBMEP 2017, Nivel 3, 22 fase. Questio 3.

O tridngulo da figura abaixo é equilatero e seus lados medem 10 cm. Os pontos A,
B e C, inicialmente nos vértices do tridngulo, deslocam-se sobre seus lados, de um vértice
a outro, com a mesma velocidade. Os pontos A e C deslocam-se no sentido horario, e o
ponto B desloca-se no sentido anti-hordrio. Seja x a distancia em centimetros percorrida
pelos pontos A, B e C, no intervalo 0 < x < 10. Seja f(x) a area do tridangulo ABC quando
x é tal que A, B e C formam um triangulo e f(x) = 0, caso contrario.

C

X X

A B
a) Calcule f(2).

b) Para quais valoresde x,0 < x < 10, tem-se f(x) =07?

c) Esboce o graficode f(x) para0 < x < 10.

) oo
048 |
204 |-
A U U O O O OO U O O

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 'X
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OBMEP 2018, Nivel 3, 22 fase. Questio 4.

O triangulo retangulo ABC tem catetos de medidas AB = 10 e AC = 10. O ponto P
sobre o lado AB esta a uma distancia x de A. O ponto Q sobre o lado AC é tal que PQ é
paralelo a BC. Os pontos R e S sobre BC sao tais que QR é paralelo a AB e PS é paralelo a
AC. A unido dos paralelogramos PBRQ e PSCQ determina uma regido cinza de area f(x)

no interior do tridangulo ABC.

a) Calcule f(2).

C
S
N
A - B
x=2
b) Calcule f(8).
C
Q R
S
As , B
I x=8 'P

c) Encontre a expressao de f(x) para 0 < x < 10.

d) Para qual valor de x a drea f(x) é maxima?

OBMEP 2019, Nivel 3, 12 fase. Questdo 13.

0 quadrado ABCD tem 8 cm de lado. O ponto P, no interior do quadrado, é tal que
a area do triangulo APD é o dobro da area do tridangulo ABP. Seja x a distancia, em
centimetros, do ponto P ao lado AB. Qual é o grafico da area da regido destacada em cinza

em funcao de x?
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A D
X/ P
B C
A) B) C) D)
o : 641 641,
32p- : : 32p
0 8 cm 0 8 cm 4 8 cm 0 4 cm 0 4 cm

OBMEP 2024, Nivel 3, 22 fase. Questio 3.

Um hexagono regular ABCDEF tem lados de medida 1. Um ponto P desloca-se na
borda do hexagono, a partir do vértice B, passando pelos vértices C, D e E até chegar ao
vértice F. Seja x a distancia percorrida pelo ponto P e seja f(x) a area da regido com

vértices em P, A e outros vértices do hexagono pelos quais P ja passou. A figura mostra

algumas dessas regides.

D
E C
=
T
F B
A

a) Calcule f(1).

b) Determine a expressao de f(x) quando P se desloca no lado DE.

c) Esboce abaixo o grafico de f.
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f(x)

2v3




